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ВСТУП 

Актуальність теми. Останніми роками все більшої актуальності 

набувають програмно-апаратні комплекси моніторингу явищ , що зумовлені 

локалізованими солітоноподібними збуреннями, зокрема, серій сейсмічних 

поштовхів та цунамі. Ефективність таких комплексів та можливість побудови 

прогнозу залежить від наявності адекватних математичних моделей, 

доведених до комп’ютерної реалізації. Системи моніторингу сейсмічних 

процесів, що включають в себе, зокрема, сейсмічні та геофізичні станції, 

комп’ютерні системи обробки даних та відповідне програмне забезпечення, 

ґрунтуються на результатах, які стосуються проблеми прогнозування 

землетрусів. Однак, незважаючи на наявність великої кількості передвісників 

сейсмічних поштовхів та теорій, що пояснюють їх виникнення, ця проблема 

ще далека від вирішення. Тому відповідні програмні комплекси містять, як 

правило, лише підсистеми статистичного аналізу і не дають можливості 

здійснювати короткострокові прогнози поштовхів з прийнятною точністю. 

Системи попередження цунамі (що часто виникають внаслідок землетрусів) 

містять підсистеми датчиків вимірювань рівня моря та комунікаційні 

підсистеми для попередження населення, однак  дають можливість визначити, 

якими можуть бути висоти хвиль при накочуванні на берег лише у випадку, 

коли проведене відповідне математичне моделювання з врахуванням 

конфігурації дна. 

Виявлення будь-якої ознаки чи механізму, який впливає на підготовку 

сейсмічного поштовху чи є його генератором, вважають сьогодні вагомим 

кроком у вирішенні цієї важливої для людства проблеми та становить 

теоретичну основу для підвищення ефективності відповідних програмно-

апаратних комплексів, без яких сьогодні вивчати сейсмічні процеси 

неможливо.  

Останнім часом при дослідженні сейсмічних процесів теоретично та 

експериментально почали вивчатись аномальні локалізовані хвилі деформації. 
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Солітоноподібні хвилі часто спостерігаються у природі на межах розділу 

динамічних середовищ з різними фізичними характеристиками, таких як 

«вода– повітря», на межах стратифікованих рідин, на межі «газ – вакуум» та 

відіграють суттєву роль у випадках, коли має місце їх підсилення чи 

взаємодія. На сьогодні, наприклад, в рамках проекту «MaxWave» 

європейського космічного агентства ESA розроблено систему моніторингу 

самотніх хвиль на поверхні океану, які наносять шкоди судноплавству. При 

виникненні солітоноподібних хвиль в умовах надкритичних течій значно 

зменшується час експлуатації гідротехнічних тунелів, низьконапірних 

водоскидних споруд, шлюзів-регуляторів каналів, опор та інших 

гідротехнічних споруд, інтенсивніше руйнуються берегові споруди і тому 

виникає необхідність у виявленні та вивченні таких хвиль.  

Однак, існуючі на сьогодні методи математичного моделювання 

локалізованих хвиль стосуються, як правило, лише солітонів і добре 

розроблені для одновимірного випадку. Потребують подальшого розвитку 

методи  математичного та комп’ютерного моделювання процесів поширення 

та взаємодії локалізованих солітоноподібних збурень (як солітонів так і 

відокремлених хвиль, які не є солітонами) у просторовому випадку, 

колективних ефектів солітон-солітонної взаємодії, розробки алгоритмів та 

методів оцінки параметрів траєкторій відокремлених хвиль при обмеженій 

кількості даних та їх врахування при розробці відповідних програмно-

апаратних комплексів, що дозволить створити програмні системи 

прогнозування низки небезпечних для людини явищ, які зумовлені 

солітоноподібними хвилями та покращити прогнози.  

Отже, тема дисертаційної роботи має важливе наукове і практичне 

значення, оскільки вона спрямована на вирішення актуальної науково-

прикладної проблеми, сутність якої полягає у розробці ефективних систем 

сейсмічного та хвильового моніторингу, що базуються на адекватних 

математичних та комп'ютерних моделях процесів генерації, поширення і  
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взаємодії локалізованих солітоноподібних збурень в суцільних середовищах.  

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами темами. 

Тематика дисертаційної роботи пов'язана з дослідженнями, проведеними в 

1996-2015 рр. в Київському національному університеті ім. Тараса Шевченка 

на кафедрі дослідження операцій, в Національному університеті водного 

господарства та природокористування на кафедрах прикладної математики та 

гідроенергетики, теплоенергетики та гідравлічних машин, в Міжнародному 

економіко-гуманітарному університеті ім. академіка Степана Дем’янчука на 

кафедрі інформаційних систем та обчислювальних методів відповідно з 

державними науково-технічними програмами та планами: фундаментальних 

НДР, виконуваних спільно організаціями Міністерства вищої і середньої 

спеціальної освіти (МВССО), НДР і ДКР, які фінансувалися з коштів 

державного бюджету Міністерства освіти і науки України, а також спільних 

господарських договірних робіт з науково-виробничими об'єднаннями, 

підприємствами та організаціями. Найважливішими з них є: «Створення 

комплексу алгоритмів і програм для визначення спектру ізотопів, що 

утворюють радіаційний фон» (затверджена згідно наказу МОН України, номер 

державної реєстрації 97524), автор виконував роботу як виконавець теми;  

«Спектральні методи та задачі гідро-газодинаміки» (номер державної 

реєстрації 0109U008282), автор виконував роботу як виконавець теми; 

«Методи ідентифікації параметрів та математичні моделі, що грунтуються на 

базі багатоканальних систем масового обслуговування» (номер державної 

реєстрації 0111U001162) – автор виконував роботу як керівник теми. 

Мета і задачі дослідження. Мета дисертаційного дослідження – 

підвищення ефективності програмно-апаратних комплексів сейсмічного та 

хвильового моніторингу шляхом створення адекватних математичних моделей 

процесів поширення та взаємодії в суцільних середовищах локалізованих 

солітоноподібних збурень та розробки на їх основі відповідних програмних  

систем моделювання. 
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Для досягнення цієї мети як розв’язку поставленої наукової проблеми в  

цілому були сформульовані наступні задачі: 

− проаналізувати існуючі програмно-апаратні комплекси сейсмічного 

та хвильового моніторингу, визначити їх недоліки та можливості підвищення 

ефективності шляхом створення  підсистем, що базуються на адекватних 

моделях процесів поширення та взаємодії локалізованих солітоноподібних 

збурень в суцільних середовищах; 

− розробити новий конструктивний спосіб представлення профілю 

локалізованих солітоноподібних збурень, що дозволяє враховувати динаміку 

їх руху та моделювати як солітони так і локалізовані хвилі, які не є солітонами  

та становить теоретичну основу вдосконалення відповідних підсистем 

прогнозування  програмно-апаратних комплексів сейсмічного та хвильового 

моніторингу; 

− розробити нові методи числового моделювання процесів взаємодії 

одновимірних локалізованих збурень типу солітонів, антисолітонів та їх 

комбінацій (бризерів), адаптовані до систем автоматизованого проектування, 

здійснити відповідні розрахунки та візуалізацію результатів а також зіставити 

результати моделювання з експериментальними даними щодо виникнення та 

поширення локалізованих збурень в умовах білякритичних і надкритичних 

течій; 

− поширити конструктивні способи представлення одновимірних 

локалізованих збурень на двовимірні випадки, зокрема : 

а) розробити методи моделювання кругових локалізованих хвиль 

типу цунамі в межах наближення “мілкої води” та способи дослідження їх 

поведінки в залежності від поверхні дна з метою вдосконалення існуючих 

систем моніторингу та попередження цунамі; 

б) розробити методи моделювання локалізованих солітоноподібних 

хвиль типу δ -солітонів для тонкого гравітуючого газового диску, що 

повертається, за умов наявності областей стрімкої зміни густини як основи для 
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побудови систем автоматизованого прогнозування траєкторій відповідних 

збурень; 

− розробити нові математичні моделі процесів взаємодії 

солітоноподібних хвиль з областями стрімкої зміни густини середовища за 

умов значної інтенсивності виникнення таких хвиль, алгоритми  формування 

зон зосередження відповідних локалізованих збурень та програмну 

підсистему, що дозволяє досліджувати динаміку природних об’єктів (які 

утворюються за рахунок фізичних механізмів, пов’язаних з локалізованими 

солітоноподібними збуреннями) за їх морфологічною структурою;   

− розробити методи числового моделювання локалізованих збурень у 

середовищах, що характеризуються анізотропією пружних властивостей та 

провести чисельний експеримент щодо визначення траєкторій 

солітоноподібних збурень, які рухаються у областях змінної густини за 

допомогою систем автоматизованого проектування; провести аналіз 

анізотропії пружних властивостей матеріалів з точки зору існування 

локалізованих солітоноподібних збурень в рамках класичної теорії 

анізотропного пружного твердого тіла з метою підтвердження припущення 

про можливість виникнення відповідних збурень в областях накопичення 

сейсмічної енергії, де зростає анізотропія пружних властивостей; 

− на основі властивостей поширення солітоноподібних збурень у 

анізотропних тілах вдосконалити існуючі моделі сейсмічних процесів шляхом 

врахування локалізованих солітоноподібних збурень як «спускових 

механізмів» окремих поштовхів для уточнення сейсмічного районування;  

− створити нові алгоритми ідентифікації солітоноподібних збурень в 

суцільних середовищах за результатами фіксації окремих точок їх траєкторій 

та методи оцінки параметрів траєкторій;  

− розробити та впровадити комп’ютерну систему моніторингу та 

моделювання сейсмічних процесів, що враховує локалізовані солітоноподібні 
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збурення та дозволяє доповнювати карти сейсмічного районування областями 

зосередження локалізованих хвиль, що змінюються в режимі реального часу. 

Об’єктом дослідження в дисертації є процеси прогнозування 

сейсмічних поштовхів та цунамі, що ними породжуються, в програмно-

апаратних комплексах сейсмічного та хвильового моніторингу. 

Предметом дослідження є методи і засоби математичного 

моделювання процесів поширення відокремлених солітоноподібних збурень в 

суцільних середовищах та відповідні комп’ютерні системи моніторингу і 

прогнозування явищ, що зумовлені локалізованими хвилями (зокрема, серій 

сейсмічних поштовхів та цунамі). 

Методи дослідження. Теоретичною основою роботи є принципи і 

методи системного аналізу, математичного моделювання, математичної 

фізики та обчислювальної математики. При моделюванні процесів поширення 

відокремлених хвиль у суцільних середовищах використовувались спеціальні 

Т-представлення профілю відокремлених хвиль, спеціальні алгоритми 

ідентифікації траєкторій солітоноподібних хвиль та оцінки їх параметрів, що 

грунтуються, зокрема, на розв’язанні систем моментних співвідношень, а 

також властивості позитивних напівтраєкторій для певних класів операторів 

при моделюванні точок перетину неперервних траєкторій солітоноподібних 

хвиль з поверхнями Пуанкаре. При побудові методів прогнозування 

сейсмічних поштовхів, що грунтуються на врахуванні солітонних «спускових 

механізмів», використовуються дані сейсмічних станцій про гіпоцентри, час та 

магнітуду окремих поштовхів. 

Наукова новизна одержаних результатів: 

1. вперше розроблено математичну модель процесу поширення 

одновимірних локалізованих збурень в суцільних середовищах, яка 

відрізняється від існуючих моделей типу біжучої хвилі використанням 

спеціальних представлень відокремлених хвиль (Т-представлень), що 

включають функції амплітуд, профілю та закон руху максимуму збурення та  
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дозволяє прогнозувати солітони та інші локалізовані збурення ;  

2. вперше розроблено чисельний метод моделювання процесів 

взаємодії одновимірних локалізованих збурень типу солітонів, антисолітонів 

та їх комбінацій (бризерів) на основі Т-представлень, що відрізняється, 

зокрема, розрахунком амплітудних характеристик та профілю хвильових 

взаємодій у заданих контрольних точках та дозволяє вивчати ефекти взаємодії 

та динаміки змін в часі довільних початкових локалізованих збурень і 

становить теоретичну основу для підсистем прогнозування в програмно-

апаратних комплексах сейсмічного та хвильового моніторингу;  

3. вперше запропоновано математичну модель кругових локалізованих 

хвиль в межах наближення мілкої води, що відрізняється конструюванням 

спеціальних представлень профілю хвилі та функції швидкості при фіксованій 

азимутальній координаті та врахуванням довільної поверхні дна, яка дозволяє 

точніше описувати поведінку хвиль типу цунамі, зокрема, при їх наближенні 

до берега на основі даних систем хвильового моніторингу;  

4. отримала подальший розвиток гідродинамічна теорія гравітуючих 

газових дисків, зокрема: 

− знайдено умови існування локалізованих солітоноподібних збурень 

типу δ -солітонів у гравітуючих газових дисках, що обертаються; 

− розроблено метод дослідження траєкторій відокремлених хвиль у 

областях змінної густини, що відрізняється використанням 

інфінітизимальних представлень локалізованих збурень в межах 

заданої точності та дозволяє враховувати специфіку траєкторій 

окремих локалізованих збурень в підсистемах прогнозування 

програмно-апаратних комплексів моніторингу хвильових явищ; 

5. вперше створено нову математичну модель взаємодії траєкторій 

відокремлених хвиль та областей стрімкої зміни густини, яка відрізняється 

використанням операторних модифікацій методу перетинів Пуанкаре, що 

дозволило пояснити один з механізмів формування спіральних хвиль 
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щільності за рахунок взаємодії локалізованих солітоноподібних збурень та 

областей зміни густини та створити підсистеми аналізу динаміки природних 

об’єктів, які мають спіральну структуру у відповідних програмних комплексах  

моніторингу; 

6. вперше розроблено чисельний метод моделювання локалізованих 

збурень типу δ -солітонів у анізотропних пружних середовищах, що 

відрізняється застосуванням спеціальних тривимірних модифікацій Т-

представлень у яких, зокрема, амплітудні функції залежать від густини 

середовища та забезпечує можливість аналізу типів анізотропії пружних 

властивостей матеріалів з точки зору існування локалізованих 

солітоноподібних хвиль в межах класичної теорії анізотропного твердого тіла 

і порівняння результатів моделювання з експериментальними даними 

стосовно анізотропії пружних властивостей гірських порід та її зміни у зонах 

накопичення сейсмічної енергії;  

7. вперше створено нові моделі динамічних систем, які відрізняються 

врахуванням солітонної компоненти та застосуванням спеціальних 

енергетичних функцій для дослідження ефектів солітонної взаємодії, що 

дозволило прогнозувати виникнення областей інтенсивної взаємодії 

відокремлених хвиль у середовищах, де можлива генерація та поширення 

локалізованих збурень; 

8. отримали подальший розвиток методи обробки та аналізу 

результатів спостережень точок взаємодії локалізованих хвиль та областей 

стрімкої зміни густини шляхом створення нових підходів до оцінки 

параметрів, в основі яких лежить конструктивне розв’язання експоненційної 

проблеми моментів, що дало змогу розробити ефективні алгоритми 

моніторингу та моделювання солітонної складової сейсмічних процесів та 

створити відповідну комп’ютерну систему моделювання ; 

9. вперше створено нову математичну модель сейсмічного процесу, 

яка відрізняється врахуванням локалізованих солітоноподібних збурень, що 
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розглядаються як «спускові механізми» окремих поштовхів та дозволяє 

уточнювати області сейсмічного районування в режимі реального часу та 

ймовірність сейсмічного поштовху за умови ідентифікації траєкторій  

локалізованих хвиль. 

Наукове і практичне значення отриманих результатів. Наукові 

положення, висновки, пропозиції та рекомендації, а також результати 

розрахункових досліджень, що отримані, обґрунтовані і запропоновані 

автором у дисертації, були використані в науково-дослідних установах, 

лабораторіях та виробничих центрах. 

Автор роботи є власником та автором патенту «Спосіб прогнозування 

афтершоків», № 63026 від 26.09.2011. Вперше запропонований метод 

уточнення прогнозу сейсмічних поштовхів, в основі якого враховуються 

відокремлені солітоноподібні хвилі, що  виступають в якості «спускових 

механізмів» окремих сейсмічних поштовхів при проходженні їх через області 

накопичення сейсмічної енергії, є вагомим доповненням до існуючих засобів 

прогнозування землетрусів. Метод впроваджений у відділі сейсмічної 

небезпеки Інституту геофізики НАН України ім. М.І. Субботіна як частина 

глобальної online-системи прогнозування землетрусів (довідка про 

впровадження від 15.05.2014 р.). Розроблена комп’ютерна інформаційна 

система моделювання є інструментом для практичної ідентифікації 

відокремлених солітоноподібних хвиль в сейсмоактивних областях, 

прогнозування їх траєкторії та знаходження областей їх інтенсивної взаємодії. 

Метод прогнозування пройшов апробацію при вивченні сейсмічних 

процесів в низці регіонів Землі, де сформувались необхідні фізичні умови для 

виникнення солітонів в областях сейсмічної активності, а саме о. Суматра, о. 

Пасхи, Греції, Західній Туреччині, Японії, Чилі. Зокрема, метод солітонного 

аналізу показав, що саме самотні хвилі могли бути причиною катастрофічного 

поштовху в Японії у 2011 році та ряду інших потужних сейсмічних поштовхів. 

На підприємстві «Рівненський обласний центр з гідрометеорології МНС 



16 
 

України» впроваджено програмний комплекс для дослідження природних 

об’єктів, що мають спіральну структуру, утворену як результат взаємодії 

відокремлених солітоноподібних хвиль з областями сильної контрастності 

густини середовища, зокрема, спіральних областей хмарності у циклонах-

антициклонах (акт про впровадженя від 15.04.2015 р.). Відповідна моделююча 

програма дозволяє досліджувати та моделювати динаміку зміни в часі 

циклонів-антициклонів, що дає можливість уточнювати прогнози погоди. 

Розроблено програмний комплекс, що дозволяє моделювати колективні 

ефекти взаємодії локалізованих хвиль щільності з областями зміни густини на 

основі операторних модифікацій методу перетину Пуанкаре, оцінювати 

параметри моделі та моделювати колективні ефекти виникнення спіральних 

хвиль щільності в гравітуючих газових дисках. Теоретичні результати роботи, 

які стосуються тривимірних локалізованих хвиль в анізотропних пружних 

середовищах, забезпечують можливість дослідження анізотропії пружних 

властивостей матеріалів за допомогою генерації локалізованих збурень 

солітонного типу та вивчати властивості відповідних хвиль. 

 Результати досліджень були використані в навчальному процесі 

Національного університету водного господарства та природокористування 

при викладанні спецкурсів «Моделювання екологічних, економічних та 

соціальних процесів», «Моделювання систем» та при дипломному 

проектуванні (акт № 8 від 03.03.15). 

Особистий внесок здобувача. Дисертаційна робота задумана та 

виконана особисто автором. Усі наукові результати здобувачем отримані 

самостійно. Роботи [149, 351-352, 354, 356-359, 361, 363-365, 367, 368, 370-

373, 375, 376] опубліковані без співавторів. У колективних статтях у фахових 

виданнях, виконаних у співавторстві, авторові належать наступні результати: 

метод прогнозування землетрусів, що враховує солітонну складову сейсмічних 

процесів [150]; метод моделювання багатосолітонних взаємодій [151]; метод 

знаходження розв’язків рівнянь типу Кортевега-де Вріза [148,182]; метод 
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прогнозування траєкторій локалізованих солітоноподібних збурень в 

анізотропних пружних тілах [181];  метод прогнозування афтершоків [180]; 

загальний підхід до побудови представлення тривимірної локалізованої хвилі 

в анізотропному пружному тілі [358] ; метод оцінки параметрів траєкторій 

локалізованих хвиль, що ґрунтується на використанні систем моментних 

співвідношень [206]; метод аналізу сумісності системи моментних 

співвідношень [369]; постановка проблеми та ідея представлення профілю 

відокремленої хвилі для гравітуючих газових дисків [374]; побудова 

представлення профілю хвилі як комбінації солітона та антисолітона [179]; 

метод групування даних для ідентифікації траєкторій локалізованих хвиль 

[180]; метод дослідження багатосолітонних розв’язків [182]; метод 

моделювання сейсмічних процесів [178]; метод моделювання кругових 

локалізованих хвиль [382]; метод оцінки максимальних висот кругових 

локалізованих хвиль [383] .  

Здобувачем підготовлено 21 публікацію без співавторів. 

Апробація роботи. За результатами, що увійшли до дисертації, було 

зроблено такі доповіді: на науковому семінарі Головної астрономічної 

обсерваторії НАН України у 2011 р., м. Київ; на науковому семінарі 

обсерваторії КНУ ім. Т.Шевченка у 2010 р., м. Київ (керівник – д. ф.-м. н., 

проф. Гнатик Б.Д.) ; на науковому семінарі Інституту математики НАН 

України «Асимптотичні та аналітичні методи для задач математичної фізики», 

2011 р., м. Київ (керівник – д. ф.-м. н., проф. Самойленко В.Г.); на науковому 

семінарі інституту гідромеханіки НАН України, 2009 р. (керівник – д. ф.-м. н., 

проф., академік НАН України Грінченко В.Т.); на науковому семінарі кафедри 

механіки суцільних середовищ КНУ ім. Т. Шевченка ( керівник – д. ф.-м. н., 

проф. Мелешко В.В.); на науковому семінарі кафедри теоретичних основ 

кібернетики КНУ ім. Т. Шевченка (керівник– д. ф.-м. н., проф. Бєлов Ю.А.); на 

Міжнародних конференціях «Прийняття рішень в умовах невизначеності» 

(2009 р., 2010 р., 2011 р., 2012 р., 2014 р., 2015 р., голова оргкомітету – д. ф.-м. 
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н., проф. Наконечний О.Г.); на Україно-Японській конференції з питань 

науково-технічного співробітництва (м. Одеса, 2013 р.); на міжнародній 

конференції «Nonlinear dynamics», присвяченій 125-річчю НТУУ 

«Харківський політехнічний інститут» (м. Харків, 2010 р.); на міжнародній 

конференції «Dynamical system modelling and stability investigation» (м. Київ, 

2007 р.); на міжнародній конференції «Mathematics for life sciences»  (м. Рівне, 

2015 р.); на всеукраїнських наукових конференціях «Сучасні проблеми 

математичного моделювання та обчислювальних методів» (м.Рівне, 2013 р., 

2014 р.); на міжнародній конференції «Сучасні проблеми прикладної 

математики та інформатики (APAMCS-2015)» (м.Львів, 2015 р.); на 

міжнародній конференції «Інформаційні технології в економіці, менеджменті і 

бізнесі. Проблеми науки, практики і освіти» (м. Київ, 2001 р.); на науковому 

семінарі польського математичного товариства університету ім. Адама 

Міцкевича, Познань, Польща, 2010 р. (керівник – проф. Іренеуш Кубячик). 

Вцілому дисертаційне дослідження доповідалось на науковому 

семінарі Національного університету водного господарства та 

природокористування (керівник – д. т. н, проф. Власюк А.П.), семінарі 

«Моделювання та оптимізація систем з неповними даними» Київського 

національного університету ім. Тараса Шевченка (керівники – д. ф.-м. н., 

проф. Гаращенко Ф.Г., д. ф.-м. н., проф. Наконечний О.Г.), на розширеному 

науковому семінарі відділу дистанційних методів і перспективних приладів 

Інституту космічних досліджень НАН України та Державного космічного 

агентства України (керівники – д.т.н, проф. Яценко В.О., д. т. н, проф., чл.-

корр. НАН України Губарєв В.Ф), на науковому семінарі ХНУ ім. В.Н. 

Каразіна (керівник – д. т. н., проф. Жолткевич В.Н.), на науковому семінарі 

«Методи дискретних особливостей в задачах математичної фізики» (керівник– 

д. ф.-м. н., проф. Гандель Ю.В.). 

Публікації. За темою дисертаційної роботи опубліковано 48 наукових 

праць, серед яких 29 статей у фахових виданнях за спеціальністю, 5 робіт у 
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іноземних виданнях, що належать до європейських науково-метричних баз, 

отримано 1 авторське свідоцтво.  

Структура та обсяг дисертації. Дисертація складається із вступу, 

шести розділів, висновку, списку використаних джерел та чотирьох додатків. 

Загальний обсяг роботи складає 468 сторінок, з них: 62 рисунки (1 рисунок на 

окремій сторінці), 409 найменувань списку використаних джерел на 40 

сторінках та чотири додатки на 89 сторінках. 
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РОЗДІЛ 1 ОГЛЯД ПРОГРАМНИХ КОМПЛЕКСІВ СЕЙСМІЧНОГО І 

ХВИЛЬОВОГО МОНІТОРИНГУ ТА МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ 

ПРОЦЕСІВ ПОШИРЕННЯ ЛОКАЛІЗОВАНИХ ЗБУРЕНЬ  

В СУЦІЛЬНИХ СЕРЕДОВИЩАХ 

Проблема прогнозування сейсмічних поштовхів є однією з 

найважливіших проблем, що стоять зараз перед людством. Її складність 

зумовлена специфікою фізичних процесів, що відбуваються при підготовці 

землетрусу та наявністю великої кількості неконтрольованих факторів, які 

неможливо врахувати. На сьогодні існує багато програмно-апаратних 

комплексів, що дозволяють обробляти дані сейсмічного моніторингу та 

здійснювати їх аналіз. Однак, функції прогнозування (що мають лише окремі 

з них) вимагають суттєвого вдосконалення, одним з можливих шляхів якого є 

врахування локалізованих солітоноподібних збурень як «спускових 

механізмів» окремих поштовхів. 

Зараз відомо багато середовищ, моделі хвильових процесів у яких 

допускають існування солітонів. Серед таких моделей можна виділити, 

зокрема, широкий клас одновимірних моделей, які описують середовища з 

заданими дисперсійними властивостями, моделі твердих тіл з 

мікроструктурою, що розглядаються в рамках структурно-феноменологічного 

підходу, моделі сейсмічних процесів, двохвимірні моделі типу мілкої води. 

Незважаючи на різноманітність фізичних явищ, що описуються відповідними 

модельними рівняннями, усі вони характеризуються наявністю особливих 

розв’язків, які описують процеси поширення відокремлених хвиль, що не 

змінюють в часі свою форму та характеристики.  

В розділі розглядаються також основні відомі підходи до знаходження 

солітонних розв’язків відповідних модельних рівнянь. Виділено клас 

невирішених проблем в галузі дослідження відокремлених хвиль а також в 

загальній формі обгрунтовано мету та завдання досліджень.  
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1.1 Програмні комплекси сейсмічного моніторингу та моделі 

сейсмічних процесів 

На сьогоднішній день відомо кілька сотень передвісників землетрусів, 

які умовно можна поділити на дві основні групи: геофізичні (включаючи 

геологічні, геохімічні, гідродинамічні, геодезичні, космічні) та біологічні (що 

враховують поведінку рослин та тварин перед землетрусом). Підготовка 

землетрусу відбивається на геофізичних полях: перед землетрусами і під час 

них спостерігаються аномальні зміни стану земної кори, пов’язані з 

виникненням сейсмодислокацій, відбуваються зміни сейсмічного режиму, 

низка електромагнітних явищ  в земній корі та атмосфері ( зокрема, 

іоносфері), зміни хімічного стану природних вод та грунтів, гідродинамічні 

зміни. Наявність величезних об’ємів інформації, яку необхідно враховувати 

при вирішенні проблеми прогнозування землетрусів, зумовлює необхідність 

використання відповідних програмно-апаратних комплексів, що об’єднують 

апаратні системи моніторингу та відповідні програмні комплекси для обробки 

та аналізу  даних. 

Існуючі програми обробки та аналізу сейсмологічних даних 

класифікують [404] в залежності від завдань, які ними розв’язуються, 

зокрема: моніторинг, обробка даних спостережень, аналіз даних та 

візуалізація, побудова прогнозів. 

 Прикладами програм-моніторів можуть виступати: програмний 

комплекс SeismicPortal (www.seismicportal.eu), що працює в режимі реального 

часу та містить зручну підсистему роботи з картами, можливості формувати 

вибірки сейсмічних подій та їх візуалізації і включає підсистеми ORFEUS (що 

дозволяє отримувати дані з більш як 1000 станцій), Verce Platform (забезпечує 

можливість роботи з великими об’ємами даних), Hazard Portal ( FP7 проект 

«Гармонізація сейсмічної небезпеки в Європі»), OSAP Portal (проект для 

аналізу сейсмостійкості будівель); програмний комплекс «Екстремум», який 

дозволяє зберігати, систематизувати та обробляти картографічну інформацію 
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а також будувати сценарії реагування в регіоні, що постраждав; програмний 

комплекс Earh Alerts/Version 2011, що працює в режимі реального часу та 

дозволяє отримувати інформацію про сейсмічні події (та цунамі).  

На сьогодні  розроблено низку форматів сейсмічних даних та програм, 

що здійснюють їх конвертацію [404]. Серед найбільш поширених форматів 

представлення сейсмічних даних виділяють наступні: XDATA - формат 

запису пунктами спостережень радіотелеметричної системи NANOMETRIX; 

РСС-1 формат запису пунктами спостережень радіотелеметричної системи 

РСС; DASS- формат запису  для цифрових станцій “Геотех”. Для полегшення 

обміну даними міжнародним товариством з прикладної геофізики був 

розроблений стандарт SEG-Y. В країнах СНД [404] застосовувались формати 

СЦС-3, СОС-ПС, СОС-Сайбер, ССЦ-2, 3, 4, SEG-B, SEG-D. Для їх 

перетворення в формат SEG-Y використовується, зокрема, програмний 

комплекс ARCOPY (інші пакети, що працюють з SEG-Y: GSEGYView, 

SegyMAT, SegyPY, SeiSee, SeisView). 

До програмних комплексів аналізу та візуалізації, зокрема, відносять: 

WSG (Windows Seismic Grafer) – програма для обробки сейсмічних сигналів 

та отримання параметрів гіпоцентрів сейсмічних поштовхів (www. 

ceme.gsras.ru); HYPO71-91 – консольна програма для розрахунку основних 

параметрів землетрусів за первинними даними обробки (www.eas.gat ech.edu); 

SEISAN-комплекс, що складається з бази даних для аналізу даних про 

землетруси в цифровій та аналоговій формі та пакету програм для аналізу 

(http://seis.geus.net/software/seisan); Tesseral Technologies Inc. - пакет 

скінченно-різницевого моделювання хвильового поля (www. tesseral-

geo.com); Madagaskar - пакет для багатовимірного аналізу даних (http:// 

reproducibility.org); CWP/SU - комплекс сейсмічних утиліт з відкритим кодом 

(www.cwp.mines.edu). Існують також безкоштовні програми з аналогічними 

функціями: FreeUSP (http://freeusp.org), CPSeis (http:// sourceforge.net), SPARC 

(http://freeusp.org), SEPlib (http:// sep.stanford.edu), BotoSeis (http:// 
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sourceforge.net), GeBR (www.geb-rproject.com), SeaSeis ( http:// seaseis.com), 

GPLib++ ( http://sourceforge.net), JavaSeis (комплекс, що має попередній стек 

для вводу-виводу сейсмічних даних та містить можливості їх обробки в 

Eclipse, http://sourceforge.net), Seismic Lab (www.ualberta.com), CREWES 

(www. crewes. org), SW3D (http://www. stefanmertl. com/science/ software/ 

seismo), Seismon (www.seismic-handler.org), Seismic_Handler ( www. csiro.au/), 

STK (http:// sourceforge.net). 

В основі програмного продукту Delivery лежить байєсівський метод 

інверсії сейсмічних даних (http://www.unr.edu). Jive3D являє собою пакет 

моделювання та томографичної інверсії, здатний моделювати сейсмічні типи 

даних в широкому часовому діапазоні (http://bullard.esc.cam.ac.uk/ 

~hobro/Jive3D ). Програма WaveletExtractor дозволяє формувати оптимальні 

вибірки з набору сейсмічних та каротажних даних та містить функції оцінки: 

невизначеності для вейвлетів, інформації типу “час-глибина”, рівня шуму для 

оцінки сейсмічної інверсії (www.sciencedirect.com). Програма SLIMpy надає 

можливості обробки сейсмічних даних пакетів, таких як Мадагаскар, через 

перевантаження операторів (http://slim.eos.ubc.ca/SLIMpy). Можливості 

обробки даних проекту SEIZMO включають функції кореляційного аналізу, 

згортки, видалення тренда, диференціювання, інтегрування, інтерполяції, 

зміни частоти дискретизації, фільтрації, злиття, відповіді переносу (response 

transferring), обертання, укладання, спектрального аналізу, конусооутворення 

і віконного аналізу (windowing) (http://epsc.wustl.edu/~ggeuler/codes/m/ 

seizmo). Програма GeoSeis використовується для аналізу переломленого 

сейсмічного сигналу (http://www.geoseis.tr.gg). Програмний комплекс Passeis 

дозволяє проводити пасивний сейсмічний аналіз (www.mines.edu). Програми 

відображення сейсмічних сигналів: Mines JTK (обробка і відображення 

сигналу) (www.mines.edu), kogeo (www.kogeo.de) – включає в себе 

геофізичний аналіз і візуалізацію, SIOSEIS являє собою програмний пакет для 

розширення можливостей та управління, відображення морської сейсмічності 
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і заломлення даних (http://sioseis.ucsd.edu). Landmarc SeisWorks 3D вирішує 

завдання візуалізації, аналізу та інтерпретації сейсмічних даних, програмний 

комплекс mech-Lander використовується для побудови (візуалізації) осередків 

землетрусів. 

 Як бачимо з наведеної вище інформації, існує значна кількість 

програм для візуалізації та статистичного аналізу сейсмічних даних. Однак 

значно менше існуючих програмних комплексів, що містять функції 

прогнозу. Одним з наукових напрямків, що лежить в основі розробки 

програм, які мають підсистеми прогнозування, є  нейромережеві технології, 

які базуються на так званих картах Кохонена [405]. Відповідні нейронні 

мережі відносять до класу мереж, що самонавчаються (з навчанням без 

вчителя) та виконують завдання візуалізації і кластеризації з використанням 

певних критеріїв для отримання прогнозів, зокрема широтного розподілу 

сейсмічної активності та астрономічних характеристик. Для побудови 

середньострокових прогнозів використовують, зокрема, мережі, що 

навчаються методом зворотнього поширення помилки (Feedfoward Back 

Propagation) та функції Гуттенберга - Ріхтера для визначення сейсмічної 

активності [Као Дінь Чонг,406].  

Система прогнозу іоносферних даних на основі нейронної мережі 

[407] (розроблена в Інституті космофізичних досліджень і поширення 

радіохвиль РАН Ю.А. Полозовим і О.В. Мандриковою) базується на 

спільному застосуванні вейвлет-перетворень і нейронних мереж. Для 

навчання мережі використовувались перетворені за допомогою вейвлет-

розкладу четвертого рівня сигнали сейсмічно-спокійних років. В основу 

системи була покладена тришарова мережа прямої передачі сигналу з двома 

сигмоїдальними і одним лінійним шарами [407]. Також розроблена програма 

для обчислення ймовірностей сейсмічних подій, яка реалізує ймовірнісну 

модель інтерпретації каталогу землетрусів та дозволяє представити 

сейсмічний режим у вигляді інтегральних функцій розподілу або функцій 
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щільності розподілу ймовірностей, на основі яких будується ймовірнісна 

модель сейсмічності. Ю.А. Полозовим і О.В. Мандриковою запропоновано 

алгоритм для обчислення функції належності сейсмогенеруючих факторів до 

нечітких підмножин факторів впливу на сейсмічну активність, що дозволяє 

підвищити точність вирішення задач прогнозування; запропонована модель 

прогнозування, яка дозволяє будувати прогнози для локальної ділянки земної 

кори, розроблена на основі математичного апарату нечітких множин та 

нечіткої логіки [407]. 

В.Н. Вапніком був запропонований алгоритм «Фортран узагальнений 

портрет» (ФУП) [405]. Ідея алгоритму полягає у відновленні залежностей за 

емпіричними даними, в основі яких лежить задача розпізнавання - задача 

ідентифікації періодів підвищеної сейсмонебезпеки за допомогою побудови 

гіперплощини, що розділяє простір заданих ознак. Програмно-алгоритмічний 

комплекс включає в себе програми для вирішення завдань: навчання 

розпізнаванню образів, відновлення регресії, інтерпретації результатів 

непрямих експериментів . 

Геоінформаційна система Prediction (робота виконана в Інституті 

земної кори РАН Е.А.Левіною) розроблена для прогнозу землетрусів та 

гірських ударів на конкретних територіях - в Байкальській рифтовій зоні і 

Норильському родовищі [408]. 

ТRОN - онлайн-технологія системного прогнозування землетрусів в 

режимі реального часу. Для математичного та статистичного аналізу 

використо-вується єдина база даних, де фіксується поведінка домашніх 

птахів, риб і звірів, що наповнюється користувачами мережі Інтернет (лідер 

команди - Б.Д.Яровой, Центр інформаційних технологій, м. Владивосток, 

http://tron.ru/AINUR). 

У 2009 році почала функціонувати система короткострокового 

прогнозування землетрусів і оперативної передачі інформації країнам - 

учасникам  Global Network for the Forecasting Earthquakes (власники станцій 
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АТRОРАТЕNА). В основу системи покладено ефект зміни гравітаційного 

поля перед сильними землетрусами [404]. 

Сейсмічні поштовхи часто призводять до цунамі. Системи 

попередження цунамі будуються здебільшого на обробці сейсмічної 

інформації (якщо землетрус має магнітуду понад 7 і його епіцентр 

розташовано під водою, подається попередження про цунамі).  Прикладами 

таких систем є Earth Alerts, яка виконує глобальний моніторинг землетрусів 

та цунамі, завантажує дані про гарячих точках і показує на карті динаміку 

активних явищ. У світі діє Міжнародна система попередження про цунамі, 

частиною якої є підсистеми окремих країн чи регіонів, наприклад ФП РСЧС-

ЦУНАМИ, Pacific Tsunami Warning System, мережа Wave Monitoring Sites. 

Серед теорій, які пояснюють виникнення передвісників, можемо 

виділити дилатантно-дифузійну модель [305], модель лавинно-нестійкого 

утворення тріщин [409], модель “крип”, в рамках якої розглядається 

виникнення землетрусу через прискорення руху бортів існуючого розлому. В 

дилатантно-дифузійній моделі поява передвісників землетрусів пояснюється 

надходженням води в зону майбутнього землетрусу після того, як через різке 

зростання тектонічних напруг там починається масове утворення 

мікротріщин. Суть моделі лавинно-нестійкого утворення тріщин полягає в 

тому, що різні стадії утворення тріщин призводять до зміни фізичних 

характеристик середовища і можуть розглядатись як довгострокові 

передвісники.   

При дослідженні сейсмічних процесів найбільш розвинутими є 

статистичні методи. При цьому отримано низку емпіричних законів. Так, 

наприклад, відома формула Оморі [114], яка описує залежність кількості 

поштовхів від заданої нижньої границі магнітуди та часу, має вигляд:  

pctKtn )/()( += ,  

де K -параметр, що залежить від нижньої границі магнітуди, pc, -параметри ,  

що не залежать від цієї границі. Якщо зобразити )(tn  у двічі логарифмічному  
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масштабі, отримаємо пряму, нахил якої p . 

Відомий емпіричний закон Гутенберга-Ріхтера, який описується 

співвідношенням: 
MeMMagP β−=> }{ . Т.Утсу [152] досліджував зв'язок 

магніту-ди основного поштовху і інтенсивності афтершокової активності та 

отримав співвідношення: 10log A M constα= + , де A -кількість афтершоків.  

Т. Утсу і А.Секі [152] отримали закон звязку площі сейсмічного 

регіону і магнітуди основного поштовху у вигляді: 0.42.1log 10 −= MS . 

З врахуванням останніх законів можна отримати співвідношення: 

3.183.1)(85.0 )3.0/(10)( 0 += −−
ttn rMM , де 0M -магнітуда головного поштовху, )(tn -

кількість поштовхів магнітуди M і більше. 

Ряд дослідників, зокрема С. Ломніз та Ф. Нава [92], розглядали 

послідовність афтершоків як нестаціонарний пуассонівський процес. Д. Веа-

Джонс [154] дослідив можливість застосування аналізу Джефріса. 

Використання відповідних статистик показало незалежність моментів 

поштовхів. Аналогічні результати отримані С. Ломнізом та А. Хаком за 

допомогою автокореляцій. Однак при аналізі багатьох замлетрусів такий 

зв’язок був виявлений. Міграція окремих землетрусів досліджувалась у 

роботах К. Могі, Я. Огати і К. Катсури , Т.Утсу [152]. 

Д. Веа-Джонс і Р.Девіес [154] запропонували тригерну модель. В цій 

моделі розглядається декілька основних поштовхів, розподілених рівномірно, 

кожен з яких генерує серію афтершоків. Умовна ймовірність афтершоку на 

інтервалі ),( dttt + , згенерована основним поштовхом в момент часу 0t

визначається як dtt
t

)(
0

σ . При цьому було запропоноване співвідношення: 





<

≥−
=

,,0

,),(
)(

0

00

0 tt

ttttf
t

t

ξ
σ  

де ξ -середня кількість подій, зумовлених основним поштовхом.  

Веа-Джонс і Девіс [153] розглядали фукцію виду
pp tccptf )/()1()( 1 +−= − .  Ломніз і Нава [92] розглядали ξ  пропорційною до  
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r
MM − , де M -магнітуда основного поштовху, 

r
M -залишкова магнітуда. 

Д. Кендал [77] розглядав сейсмічні процеси як процеси народження та 

смерті, такі що для кожного процесу x  який існує в момент t  для наступного 

інтервалу ),( dttt +  існує ймовірність народження dttg )(  і смерті dtth )( . А. 

Ховкс розглядав процеси народження з рівнем міграції µ  в кожен момент 

часу які мають інтенсивність:  
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Цей процес також можна розглядати як процес кластеризації, в якому процес 

)(tN
c  моментів народження центрів кластерів є пуассонівським з параметром 

µ . З кожною подією )(tN
c

 асоціюється кластер допоміжних подій, утворений 

нащадками, причому 
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У найпростішому випадку ( ) ( ) ( )img t c m g t= . С. Ломніз [92] розглядав 

випадок ( ) ( ) ( ), ( )
i

t

i i

t t

t c m g t t g t ae αλ µ −

<

= + − =∑ , Я. Огата - ( ) / ( ) pg t K t c= + , Я. 

Огата і Х. Акаіке - 1

1

( )
k

k t

k

k

g t a t eα−

=

= ∑ . Я. Огата порівняв епідемічні та тригерні 

моделі, запропонував метод зміни часового масштабу  і прийшов до 

висновку, що епідемічні моделі дають кращі результати на розглядуваних 

даних. 

Автором ротаційної моделі сейсмічного процесу є А.В. Вікулін [194]. 

В основі цієї моделі лежить ідея про сейсмофокальний блок – частину земної 

кори, яка може обертаєтися і створювати поля пружніх напруг. Таким чином 

готується очаг землетрусу [155, 226, 193]. Для формалізації моделі 

припускають, що блоки мають приблизно однакові розміри та геометричну 
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форму. Кожен блок характеризується моментом інерції I  та об’ємом V . Тоді 

рівняння для блоку, який повернувся на кут β , можна записати у вигляді: 

21 KKI +=′′β  ,  

де 1K -момент сили, що відповідає полю пружніх напруг, яке виникає в 

результаті повертання Землі  [155, 193], 4/3 1/2
1

3
6 ( ) ( ) sin( )

4 15 2

V G
K w

ρ β
π

π
= − ,

51029,7 −⋅=w  рад/с-швидкість повертання Землі навколо своєї осі, G -модуль 

зсуву, ρ -щільність верхніх слоїв Землі, 2K -момент сили, що відповідає за 

взаємодію блоку з іншими сейсмо-фокальними блоками, 
2

2

2
z

WVK
∂
∂

=
β

χ , z -

координата вздовж ланцюжка, χ -безрозмірний коефіцієнт. 

З використанням заміни 2/βθ = , 2/13/4
2

2

0 )15/()4/3(
3

GV
WV

w
K ρπ

π
= ,

WVc

11
2

=  рівняння для блоку перепишеться у вигляді: θ
θθ

sin
1 2

02

2

22

2

K
tcz

=
∂
∂

−
∂
∂

. 

А це відоме рівняння SIN-Гордона, яке має розв’язки виду: 

))(exp(4),( 00 zvtzKarctgtz −−±= γθ , [ ] 2/122 /1
−

−= cvγ , 0, zv -сталі. 

Обидва розв’язки описують локалізовану зміну кута від двох 

напрямків: πθθ 2,0 == . Відповідні розв’язки прийнято називати солітоном та 

антисолітоном. Окрім того, рівняння SIN-Гордона має розв’язки як комбінації 

солітона та антисолітона, які називаються бризерами а також N-солітонні 

розв’язки. 

 

1.2 Математичні моделі, що описують процеси поширення 

відокремлених хвиль 

1.2.1 Відокремлені хвилі в нелінійних дисипативних середовищах 

Останнім часом при вивченні сейсмічних процесів теоретично та 

експериментально почали вивчатись аномальні локалізовані хвилі деформації 

[305, 85, 13]. Особливості їх виникнення можна пояснити в рамках 
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формалізму теорії пружності з мікроструктурою [215, 217, 218] а також в 

рамках класичної теорії анізотропного пружного тіла. Однак, роль 

відокремлених хвиль деформації як можливих “спускових механізмів” 

окремих поштовхів ще недостатньо вивчена.  

Відомою є теорія D-хвиль, автором якої є Ш.А. Губерман. Згідно з 

цією теорією, землетруси виникають як результат проходження через області 

накопичення сейсмічної енергії особливих хвиль, що рухаються вздовж 

меридіанів Землі.  

Математичні моделі, які описують поширення відокремлених хвиль, 

прийнято розділяти на два класи: інтегровані та неінтегровані за допомогою 

методу оберненої задачі розсіювання [161]. У багатьох роботах показано, що 

в інтегрованих моделях локалізовані хвилі ведуть себе подібно до частинок 

[161,205], при зіткненнях вони зберігають свої характеристики і має місце 

лише зсув фаз. Відповідний факт підтверджений у численних експериментах, 

в яких досліджувались хвилі в плазмі, рідина з бульбашками газу, 

стратифікована рідина а також електромагнітні хвилі. В той же час для 

систем, які не інтегруються за допомогою методу оберненої задачі 

розсіювання, має місце ряд інших ефектів, зокрема випромінювання цугів 

нелінійних хвиль, розщеплення окремих хвиль та утворення нових 

солітоноподібних хвиль, злиття кількох хвиль та утворення нової серії 

пружніх відбивань. При зіткненнях солітоноподібні хвилі випромінюють 

частину своєї енергії, тобто має місце непружнє зіткнення.  

Відомо, що в основі досліджень хвильових процесів різноманітної 

природи лежить аналіз дисперсійних співвідношень [321]. За виглядом 

дисперсійного співвідношення легко можна побудувати диференціальне 

рівняння, що описує відповідний хвильовий процес. Нехай ( )( , ) i wt kxu x t ae −= - 

збурення, що описує хвилю, ( , ) 0P w k =
 

– відповідне дисперсійне 

співвідношення. Застосовуючи зворотнє перетворення Фур’є [1], можна 

поставити у відповідність змінним kw,  диференціальні оператори виду: 
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t
i

∂
∂

−→ω ,
x

ik
∂
∂

→ . Тоді з дисперсійного співвідношення отримують 

диференціальне рівняння виду: 

0),( =
∂
∂

∂
∂

−
x

i
t

iP .  

Поширення лінійних хвиль у дисипативному середовищі [259, 260, 

349] описується за допомогою дисперсійного співвідношення виду:  

),()( kiwkww ir +=  де )(),( kwkw
ir  - дійсні функції. До дисипації  виду 

2( ) ,iw k vk v const= =  призводять такі фізичні процеси як в’язкість, дифузія, 

теплопровідність [321, 391, 255, 269]. При відсутності дисперсії дисперсійне 

співвідношення матиме вигляд: 2vkckw += . Звідси при переході у рухому 

систему відліку, що рухається з швидкістю c , одержується рівняння 

теплопровідності: 

xxt vuu = , (1.1) 

або з врахуванням нелінійного доданку xuu  – рівняння Бюргерса: 

xxxt vuuuu =+ . (1.2) 

У випадку, коли нелінійний та дисипативний доданки мають величину 

одного порядку, тобто 
x

vu
u

≈
2

2

, виникають стаціонарні хвилі, що зберігають 

свою форму та швидкість в процесі поширення  [321] . 

Консервативне середовище з дисперсією в області високих частот 

розглядалось в роботах [186, 285]. У випадку граничної довжини хвилі (при 

малому k ) відповідне дисперсійне співвідношення допускає розклад в ряд 

Тейлора: ...3 +−= kckw β  Рівняння, що відповідає дисперсійному співвід-

ношенню, яке враховує перші два члени розкладу, має вигляд: 

0=++
xxxxt

ucuu β .  (1.3) 

Звідси можна отримати рівняння Кортевега де-Вріза (КдВ), 

розглядаючи рухому систему координат, що рухається зі швидкістю c : 

0=++
xxxxt

uuuu β . (1.4) 
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Це рівняння має розв’язок  [84] виду :  

 

 

де χ -константа, що визначає параметри локалізації солітона та його 

швидкість, ϕ -параметр, що визначає точку відліку. Графік відповідної 

функції зображений на рис.1.1. За допомогою рівняння КдВ описується низка 

процесів в середовищах з слабкою дисперсією.  

 

 

 

 

 

Рис.1.1.Солітонний розв’язок рівняння КдВ в момент часу t=0 

Зокрема, це хвилі на мілкій воді, іонно-звукові хвилі , хвильові процеси при 

передачі сигналів у трансмембранному нервовому волокні, хвильові процеси 

у твердих тілах, зокрема хвилі у багатокомпонентних сумішах тіл, що 

деформуються, дислокаційні механізми пластичної течії в кристалах.  

У випадку кубічної нелінійності, коли фазова швидкість хвилі 

залежить від u , в [305] розглядається дисперсійне співвідношення виду:  

kuuckvw
ph

)( 2

210 αα ++== . 

Відповідне рівняння має вигляд : 

 2
0 1 2 0.t x x x xxxu c u uu u u uα α β+ + + + =   

Звідси за допомогою заміни )2/(' 212 ααα += uu  та переходу до 

системи координат, що рухається зі швидкістю 1
0

24
c

α
α

−   , отримують 

рівняння [321]: 

21
0

2

( ) ( ) 0
4t x x xxx

u c u u u u
α

β
α

+ − + + = , 

2 0t x xxxu u u uβ+ + = . (1.5) 

,
)4(

2
),(

22

2

ϕχχ

χ

−−
=

txch
yxu
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Рівняння (1.5) є модифікованим рівнянням КдВ. Специфіка рівняння 

КдВ полягає в тому, що воно допускає розв’язки, які моделюють процеси 

поширення хвиль лише в одному напрямі. Зауважимо, що  Д.Й. Кортевег та Г. 

де Вріс [84, 323] отримали своє знамените рівняння у вигляді:

0
3

3

21 =
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

x

h
K

x

h
hK

t

h
 , де h  - глибина довільної точки вільної поверхні, 

21 , KK -деякі коефіцієнти, x -поздовжня координата цієї точки. Одним із 

стаціонарних розв’язків цього рівняння є самотня хвиля, причому форма її 

профілю отримана в роботі [84] .  

Узагальненням рівняння КдВ на системи, що допускають поширення у 

прямому та зворотньому напрямках, є рівняння Буссинеска [15] (його можна 

отримати піднісши до квадрату співвідношення (1.4) з врахуванням 

нелінійної складової 
xx

uu )( ):  

0)(2 =−−−
xxxxxxxxxtt

uuuucu β . (1.6) 

При умові  β2/2
ck >  частота w  стає уявною, тобто виникає 

нестійкість. Ж. Буссінеск [15] і Релей [124] незалежно один від одного 

описали самотню хвилю та вивели формулу профілю її вільної поверхні з 

використанням квадрата гіперболічного секанса:   

)
2

)1(3()1(1
1

1

2

1

1 h

x
FrschFr

h

h
−−+==η   , (1.7) 

де 
1

1
h

h
Fr B=

 
- число Фруда, 1h - перша спряжена глибина (початкова), 

B
h  - 

глибина під вершиною самотньої хвилі. 

Поряд з профілем (1.10) існує кілька десятків співвідношень, що 

описують профіль вільної поверхні самотньої хвилі [ 262, 344, 394, 337, 188, 

263, 69, 389, 157, 376, 15, 124]. В процесі досліджень самотньої хвилі на воді 

отримано самотню хвилю з “хвостом”, самотню хвилю з “відірваним 

хвостом” [ 402, 201, 220, 293, 81, 286, 87]. 
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Питання про існування в природі таких хвиль довгий час залишалось 

відкритим (ці хвилі вперше описали Г.Д. Кортевег та Г. де Вріс). Точне 

доведення існування таких хвиль було дано М.О. Лаврент’євим в роботі [261]. 

Пізніше теорему про існування кноїдальних хвиль різними способами довели 

У.Літтмен [282] і Н.Н.Моісєєв та А.М. Тер-Крикоров [282]. В роботі [323] 

вказано, що співвідношення для вільної поверхні кноїдальної хвилі можна 

отримати не лише з рівняння Кортевега де-Вріза, але й з рівняння Серра 

кривої вільної поверхні білякритичних течій [ 137, 284, 276, 69].  

Буссинеск [15] модифікував закон дисперсії і запропонував наступний:

ck

kc
w

/21 2

22
2

β+
= .  

Звідси випливає лінійне хвильове рівняння 0
22 =−−

xxxttxxtt
u

c
ucu

β
та 

модифіковане рівняння Буссинеска: 

0
2

)(2 =−−−
xxxttxxxxtt

u
c

uuucu
β

. (1.8) 

Середовище з низькочастотною дисперсією описано, зокрема, в [321] 

за допомогою дисперсійного співвідношення виду: 222

0

2 kcww += . 

Відповідне рівняння (Клейна –Гордона –Фока) : 02

0

2 =+− uwucu
xxtt

 . Воно 

описує процеси поширення хвиль в середовищі, що моделюється ланцюжком 

осциляторів з власною частотою 0w  [349,312]. У випадку нелінійних 

осциляторів )(00 uww =  розглядають [321] нелінійне рівняння Клейна 

Гордона: 

0)(2 =+− uFucu
xxtt

, (1.9) 

де )(uF - деяка нелінійна функція. У випадку, коли  uwuF sin)( 2

0=  (1.9) є 

відомим рівнянням Sin Гордона, яке відіграє важливу роль у багатьох галузях 

фізики, оскільки описує процеси дислокації в кристалах, рух доменних стінок 

у феромагнетиках, хвилі в розподілених контактах Джозефсона, поширення 

ультракоротких лазерних імпульсів  [204] та ін. 
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Для опису хвильових процесів в середовищі з дисипацією та 

дисперсією використовують [479, 321] рівняння Кортевега де-Вріза Бюргерса 

(КдВБ): 

xxxxxxt
vuuuuu =++ β   (1.10) 

У випадку, коли дисперсійні та дисипативні доданки одного порядку,  

рівняння (1.10) має розв’язки у вигляді стаціонарних ударних хвиль з 

осцилюючим переднім фронтом, що нагадує послідовність солітонів .  

У випадку поширення хвильових пакетів з вузьким спектром, 

зосередженим поблизу певної несучої частоти 0w , в роботах [166,173,202] 

автори розглядають квазігармонічну хвилю з амплітудою, яка повільно 

змінюється та нелінійне дисперсійне співвідношення, у яке входить амплітуда 

хвилі: 

γ+−= ))(exp(),(),( 00 twxkitxatxu ,   

де γ -комплексно-спряжене, )||,( 2akww = . При досить вузькому спектрі 

хвильового пакета ( 00 || kkk <<− ) для дослідження представляє інтерес  

розклад функції  )||,( 2akww =  в ряд Тейлора в околі точки ( 0||; 2

0 == akk )  : 

...||
||

)(
2

1
)( 2

2

2

02

2

00 +
∂

∂
+−

∂
∂

+−
∂
∂

+= a
a

w
kk

k

w
kk

k

w
ww  

З останнього співвідношення (якщо ввести частоту та хвильове число 

обвідної 00 , kkKww −=−=Ω ,) випливає наступне дисперсійне 

співвідношення: 

22''

0 ||
2

1
aKwKv

g
β−+=Ω .

 
(1.11) 

де  

2

''

02

2

||
,,

a

w
w

k

w

k

w
v

g ∂
∂

−==
∂
∂

∂
∂

= β , (1.12) 

а звідси – нелінійне рівняння Шредингера : 

0||
2

)( 2
''

0 =+++ aaa
w

avai xxxgt β .
 

(1.13) 
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Рівняння Шредингера описує гравітаційні хвилі на поверхні глибокої 

води, ленгмюрівські хвилі у плазмі, електромагнітні хвилі в нелінійному 

діелектрику та багато інших процесів [204]. Аналогічно як і КдВ, рівняння 

Шредингера має розв’язки у вигляді солітонів, які називають солітонами 

обвідної.  Накладаючи умову компенсації нелінійного та дисперсійного 

доданків aa
aw

xx 2
''

0 ||
2

β−≈
 
та  ввівши параметри солітона – амплітуду 0a  та 

характерну ширину ∆  можна зробити висновок, що рівняння Шредингера 

має  солітонні розв’язки можливі лише у випадку, коли знаки  ''
0, wβ  

співпадають (
''

30
022

xxw a
aβ≈

∆
, тоді 

2 2
0
''
0

2 a
const

w

β ∆
= .) Крім того, для солітонів 

рівняння Шредингера зростання амплітуди призводить до зменшення 

характерної ширини.  

Дисперсійне співвідношення виду: ),()||,( 2 vkiwakww
ir

+= , де v -

управляючий параметр, при якому у випадку 
c

vv <  0),( <vkw
i

, розглядають 

[349] у випадку, коли середовища мають внутрішні джерела енергії. 

Відповідний ряд Тейлора в околі в околі точки ( 0||;; 2 === avvkk
cc

) має 

вигляд: 

22
2 2 2 2

2 2 2 2

1
( ) ( ) ( ) | | | |

2 2 | | | |
i ir r r

c c c c

w ww w wi
w w k k k k k k a i a

k k k a a

∂ ∂∂ ∂ ∂
= + − + − + − + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

( ) ...,i

c

w
i v v

v

∂
+ − +

∂
 

де  0),(),0,( =
∂
∂

==
k

w
vkwkww i

cicrc
. 

Звідси було одержане рівняння Гінзбурга-Ландау, що є узагальнення 

НРШ на випадок активного середовища : 

aiaaaavai
xxxgt

αγβ =+++ 2||)( , (1.14) 
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де )
||||

(),(
2

1
,)(,

222

2

2

2

a

w
i

a

w

k

w
i

k

w

v

w
vv

k

w
v iriri

c

r

g ∂

∂
+

∂

∂
−=

∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂
−=

∂

∂
= γβα ,  

00 , kkKww −=−=Ω  – частота та хвильове число обвідної . 

Це рівняння вперше виникло в теорії надпровідності [255]. Також воно 

виникає при описі теплової конвекції Релея-Бенара [109], плоскої течії 

Пуазейля  між двома паралельними площинами [143], течії Тейлора-Куетта 

між двома коаксіальними циліндрами, що повертаються [144], коливальних 

хімічних реакцій при наявності дифузії [88] та ін. 

При взаємодії хвиль з додатньою та від’ємною енергіями з законами 

дисперсії 1 2( ), ( )w w k w w k= =  має місце співвідношення: 0 1 0 2 0( ) ( )w w k w k= =  

. Відповідне лінійне хвильове рівняння для обвідної в [349, 312] одержане у 

вигляді: aa
x

c
tx

c
t

2

21 ))(( α=
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

. Там же запропоновано його нелінійне 

узагальнення: )())(( 21 aFa
x

c
tx

c
t

=
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

, де нелінійна функція ( )F a  

описує ефекти насичення нестійкості. Звідси, у випадку слабкої нелінійності, 

коли 2 2( ) | |F a a a aα β= −  одержане рівняння Клейна-Гордона, яке, як відомо 

[257], описує гідродинамічну нестійкість Кельвіна-Гельмгольца, лазерні 

підсилювачі [273], електронний потік у схрещених електричному та 

магнітному статичних полях, що взаємодіють з статичною хвилею [259]. 

В роботі [321] розглянуто ще один характерний варіант закону 

дисперсії , а саме: 

3
0 ,w c k kβ= −  (1.15) 

де 2
2

2
1

2 kkk += , 21 ,kk - поздовжні та поперечні хвильові числа (зокрема, якщо 

вектори β,0c  мають лише поздовжні складові, направлені вздовж осі x , то 

рівняння (1.18) має вигляд : 3
110 kkcw β−= , ).  Звідси, в результаті заміни 

,
t

i
∂
∂

−→ω 2

2

21 , ∆−=
∂
∂

→ k
x

ik , де 2∆  - оператор Лапласа, одержно 

диференціальне рівняння, що відповідає закону дисперсії (1.15): 
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xxxxxt uuucu )( 20 ∆−=++ ββ . 

Узагальнення його на нелінійний випадок дозволяє отримати 

неодномірний аналог рівняння Захарова-Кузнецова: 

.)( 2 xxxxxt
uuuuu ∆−=++ ββ  (1.16) 

Воно описує, наприклад, неодномірні іонно-звукові хвилі в 

намагніченій плазмі. У випадку 21 kk <<  =+= 2

2

2

1 kkk

1

2

2
1

2

121 2
)/(1

k

k
kkkk +≈+= . Тоді закон дисперсії має вигляд: 

...)2/( 3

11

2

210 +−+≈ kkkkcw β .  

Звідси випливає відповідне диференціальне рівняння: 

u
c

uucu
xxxxxt 2

0
0 2

)( ∆=++ β  та його нелінійне узагальнення – рівняння  

Кадомцева-Петвіашвілі [232,302].: 

u
c

uuuu
xxxxxt 2

0

2
)( ∆=++ β  . (1.17) 

Рівняння Кадомцева-Петвіашвілі зустрічається в ряді задач 

гідродинаміки та фізики плазми. Очевидно, що воно має розв’язки у вигляді 

плоских одномірних солітонів, які співпадають з розв’язками рівняння КдВ. 

Виявляється, що при аномальній дисперсії ( 0<β ) плоский солітон нестійкий 

і розпадається на двовимірні солітони, локалізовані як в x  так і в y  

напрямках. 

Для середовищ без дисперсії має місце узагальнення рівняння простої  

хвилі u
c

uuu
xxt 2

0

2
)( ∆−=+

 
- рівняння Хохлова-Заблотської [219] та 

неодномірне рівняння Бюргерса: u
c

vuuuuu
xxxt 2

0

2
)( ∆−=−+ , яке називають 

ще рівнянням Заблоцької-Хохлова-Кузнецова [256]. Ці рівняння 

використовуються для опису нелінійної дифракції акустичних пучків. 
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У випадку, коли дисперсійне співвідношення є поліноміальним, можна 

отримати рівняння, яке описує як одиночні хвилі так і звичайні.  

Нехай дисперсійне співвідношення має вигляд: 

kkcw )(= , (1.18) 

де ∫=
∞

∞−

ξξ ξ deKkc ik)()( ,  ∫=
∞

∞−

dkekcxK ikx)(
2

1
)(

π
.  

Тоді з використанням (1.18) та зворотнього перетворення Фур’є 

отримують інтегро-диференціальне рівняння виду: 

0),()( =−+ ∫
∞

∞−

ξξξ ξ dtuxKut .
 

(1.19) 

Доповнюючи (1.19) нелінійними членами, отримують рівняння Уізема 

[388]: 

0),()( =−++ ∫
∞

∞−

ξξξ ξ dtuxKuuu xt .
 

(1.20) 

У випадку, коли n

n
kckcckc 2

2

2

20 ...)( +++= : 

),()1(...)('')()( 2

220 xcxcxcxK n

n

n δδδ −++−=  

де )(xδ -дельта-функція Дірака. Тоді (1.20) має вигляд: 

0)1(...
12

12

220 =
∂
∂

−++−+
+

+

n

n

n

n

xxxxt
x

u
cucucu .  

В загальному випадку знайти ядро )(xK в явному вигляді не вдається. Уізем 

запропонував таку апроксимацію ядра [388]: 

)
2

||
exp(

4
)(

x
xK

ππ
−= .

 
(1.21) 

Рівняння (1.20) з ядром (1.21) більш адекватно описує властивості 

хвиль на поверхні води, ніж рівняння простої хвилі та КдВ окремо. Можна 

показати , що при виконанні умови 

3
)0,(max)0,(min

π
−≤+ xuxu xx

 
(1.22) 

початкове збурення у вигляді одиночного горба перевертається. Якщо (1.22) 

не виконується, то утворюються відокремлені хвилі. 
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Аналогічні співвідношення можна отримати і для дисипативних 

середовищ. Так в роботі [202] було запропоноване наступне узагальнення 

рівняння КдВБ: 

∫
∞

∞−

−−=++ ξξξβ dtuxKuuuu xxxxt ),()( .
 

(1.23) 

Тут ядро )(xK  є Фур’є-образом уявної частини дисперсійного 
співвідношення: 

)()( kiwkww ir += , ∫
∞

∞−

= dkekwxK ikx

i )(
2

1
)(

π
. 

У випадку 2)( vkkw
i

=  рівняння (1.23) переходить у рівняння КдВБ. 

Для опису профілю вільної поверхні рідини в умовах біляктитичних 

течій окрім рівняння КдВ використовуються також рівняння Серра [137]: 









+++−=








g

q
hCEh

h

q

g

dx

dh

22

6 2

1
2

3

2

2

,  

де M -функція імпульсу, E -питома енергія потоку та рівняння Смислова 

[323]: 









+−+−=








3

2
2

3

2

2

ln
3

23
Ch

g

q
Fh

h

q

g

dx

dh
, 

де q -питома витрата, g -прискорення вільного падіння, 321 ,, CCC -константи. 

Останніми роками розглядалась низка узагальнень рівняння КДВ, 

зокрема:  0)( =+++
xxxx

pp

t
uuuuu γβα  ([86]);  

06 =+++
xxxxxxxxxt

uuuuu  (п’ятого порядку [2]);  

02 =++++
xxxxxxxxxxxxt

ducuuubuuauu  ([2]);  

t xxxxxu u= + 10 xxxuu + 220 30
x xxx x

u u u u+  ([12]);  

t x xxx xx xxxxu uu u u uα β+ + = − − ( Курамото – Сивашинського - КдВ, [95]);  

0=−++
xxxxxxxxxt

uuuuu  (Кавахари, [35]);  

t x xxxu uu uν µ+ + + 0xx xxxxu uα γ+ + =  ([2]);  

0=++++
xxxxxxxxxxt

uuuuuu γβα  ( КдВ-Бюргерса-Курамото, [79])  

та ряд інших. 
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Більшість експериментальних досліджень виконано безпосередньо з 

самотньою хвилею [127, 402, 293, 33,130]. У роботах [376,123] проводиться 

аналіз першої з групи хвиль переміщення. Нерухому хвилю, утворювану на 

водозливі з широким порогом, досліджували А.І. Шварц, Г.Й. Сухомел, В.В. 

Смислов [ 336].  

Фундаментальні дослідження самотніх хвиль в умовах білякритичних  

течій проведені О. А. Рябенком [322]. В експериментах, описаних в [322], 

така хвиля виникала саме при витіканні води з-під затвора. Зокрема, в ряді 

робіт [322] опубліковано як експериментальні результати, пов’язані з з 

характером вільної поверхні білякритичної течії, так і теоретичні 

дослідження, зокрема побудовано математичну модель профілю вільної 

поверхні хвилеподібних білякритичних течій. Відповідне диференціальне 

рівняння має вигляд: 

)(1
3

1
1

2

11

2

h

h
Fr

h

h

Frdx

dh
−








−=






 . (1.24) 

Детальне виведення цього рівняння здійснено з врахуванням рівнянь 

для питомої енергії потоку та функції імпульсу. Розв’язок цього рівняння, 

отриманий Рябенком О.А. [306] , має вигляд: 








 −
−+=

11

12

111 2

)1(3
)1(

h

x

Fr

Fr
schFrhhh . (1.25) 

Зауважимо, що саме в такій формі отримували формули для профілю 

самотньої хвилі Л. Ламб, Н.Н. Моєсєєв, А.М. Тер-Кіркоров, В.Г. 

Вереземський та В.Смислов [262, 337, 188, 190].  

В лабораторних умовах [302] було виявлено солітони Петвіашвілі та 

солітони-антициклони. 

1.2.2 Моделі твердих тіл в рамках структурно-феноменологічного 

підходу. 

Розглянемо моделі, які відносяться до так заваного структурно-

феноменологічного підходу опису середовища. Структурно-
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феноменологічний підхід передбачає, що кожен фізично-малий об’єм, по 

якому проводиться усереднення властивостей середовища, містить в собі 

певні структурні елементи, деякі дискретні матеріальні мікрооб’єми, що 

мають додаткові властивості. Просторове положення j  -того структурного 

елемента )( jX  визначається радіус-вектором центра мас )( jX  макрооб’єму та 

радіус-вектором, який характеризує положення структурного елемента 

відносно центра мас )( jΘ : )()( jj XX Θ+= . Для достатньо-малого макрооб’єму 

його рухи складаються з паралельного перенесення, повертання відносно 

центра мас та афінної деформації. При деформації переміщення j -того 

структурного елемента дорівнює  )()( ˆ jj uu ΘΨ+= , де u  - зміщення центра 

мас, Ψ̂ -несиметричний тензор мікрозміщень. В 1909 році з’явилась теорія Е. 

та Ф. Коссера [30], у якій кожна матеріальна точка наділялась властивостями 

твердого тіля шляхом врахування ротаційних степенів свободи. В 1911 р. 

вийшла робота Леру [89], у якій матеріальна точка наділялась властивостями 

мікродеформації. На сьогодні відомо багато робіт, присвячених теорії 

некласичних континуумів, зокрема [169, 168, 230, 240, 251, 278, 110, 298, 324, 

350, 30, 49, 59, 61, 89, 104, 105, 112, 113, 126,147] . 

До структурно-феноменологічних можна віднести моделі багато-

компонентних сумішей твердих тіл [314, 320, 318, 317, 316, 319, 390, 8, 11, 9, 

60, 64, 65, 72, 89,139, 141, 140, 142, 145]. 

Динамічні процеси у твердих тілах з мікроструктурою вивчались за 

допомогою математичних моделей, у яких мікроструктура моделювалась 

дискретними елементами – інерційними, пружніми, в’язкими (модельний 

підхід) а також за допомогою континуальних моделей, що враховували 

розсіювання пружніх хвиль на неоднорідностях матеріалу [227, 229, 264, 267, 

269, 270]. 

В.І.Єрофеєв виділяє три підходи до побудови математичних моделей, 

які враховують внутрішню структуру середовищ: структурно-

феноменологічний, модельний та статистичний. Виділимо деякі з них, що 
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отримані в рамках структурно-феноменологчного підходу і передбачають 

існування одиночних хвиль, зокрема, континуум Леру, пошкоджене 

середовище з мікроструктурою (де розглядають магнітопружні хвилі), моделі 

двохкомпонентних  сумішей, середовища з дислокаціями. 

В континуумі Леру [215] враховується залежність енергії деформації 

від вищих градієнтів вектора переміщень. Рівняння динаміки такого 

середовища в термінах переміщень мають вигляд: 

2'' ( )   4 (   ) ,u grad div u u M signM u vgrad div u f qρ λ µ µ µ− + − ∆ + ∆ ∆ + = +ɶ

 
(1.26) 

де qf , -вектори, що містять похідні компонент зміщень квадратичного та 

кубічного характеру відповідно, вирази для яких можна знайти, наприклад, у 

роботі [215]. З застосованням методу “біжучої хвилі ” з (1.26) отримано 

рівняння: 

dUmUmU =++ 2
21ξξ , (1.27) 

де 
ξd

du
U =  - поздовжня деформація, 

β
α

β 2
,

1
2

2

1 −=
−

= m
V

m , d - стала 

інтегрування. 

Розв’язок рівняння (1.27), як відомо [403], записується через 

еліптичний синус Якобі : 

),(
3

1

2
)( 2

2

2

2

1 skAsn
s

s
a

m

m
U ζξ −

+
+−= , (1.28) 

де a -амплітуда стаціонарної хвилі, s  - модуль еліптичної функції, що 

характеризує ступінь нелінійності викривлень, 10 2 ≤≤ s . Співвідношення 

(1.28) описує два типи хвиль [215]: дозвуковий ( 1<V ) солітон деформації 

),/(/)( 2 ∆= ξξ chaU
c

 де 
α

)1(3 2V
a

c

−
−= -амплітуда солітона, 

c
ak α

β121 −
==∆

 
- 

ширина солітона та надзвукову періодичну хвилю. Поклавши у ньому 

)0),,(,0( xtvu =  (поперечна хвиля) та перейшовши до безрозмірних змінних 

шляхом заміни dtctdxxduv Λ=Λ=Λ= /',/,/ 102 τε , де ρµτ /=c  - характерна 
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швидкість розповсюдження зсувних хвиль в матеріалі, d  - середній діаметр 

зерна чи середня товщина армуючого елемента де 54

0 1010 −− −≈ε  - характерна 

величина пружних деформацій, Λ -безрозмірний масштаб хвилі, d -довжина 

хвилі в роботі [208] отримують рівняння : 

xxxxxxxxxtt
uuuvv 2)(αβ =+− ,  (1.29) 

де 222 /4 dsignMM Λ=β , µµλεα /))2/2/(9 2

0 JBA ++++= -малі параметри, 

що характеризують дисперсію та нелінійність середовища відповідно. 

Рівняння (1.29) з застосовуанням методу “біжучої”  хвилі та заміни Vtx −=ξ  

записується як рівняння Дуффінга [215]: 

03
21 =++ WmWmWξξ . (1.30) 

Рівняння (1.30) має розв’язки у вигляді стаціонарної одиночної хвилі: 

121 /1,/2),/(sec,0 mmmahaWc −=∆−=∆== ξ . Також відомий розв’язок 

[215], що має характер кінка: 121 /2,/2),/(,0 mmmaathWc =∆−=∆== ξ . 

Для матеріалів з від’ємною дисперсією ( 0<β ) нелінійні стаціонарні 

хвилі можуть бути лише дозвукові ( 1<V ). Можливе існування як періодичних 

так і одиночних хвиль [52]. Якщо зобразити фазовий портрет рівняння, то 

солітонний розв’язок відповідає сепаратрисі, що проходить через початок 

координат ( 0=c ) та відділяє одну область періодичних розв’язків ( 0<c ) від 

іншої ( 0>c ). 

Для матеріалів з додатньою дисперсією ( 0>β ) нелінійні стаціонарні 

хвилі можуть існувати як  дозвукові ( 1<V ) так і надзвукові стаціонарні 

хвилі.  Можливе існування як періодичних так і одиночних хвиль [52]. При 

1|| <V  рівняння Дуфінга має розв’язок у вигляді стаціонарної хвилі-солітона 

[52]. 

Модель пошкодженого середовища з мікроструктурою розглядалась, 

зокрема, в [52]. Ця модель особливо цікава в світлі можливості прогнозування 

сейсмічних процесів [305]. Специфкою такого середовища є те, що воно 

містить включення, відстань між якими набагато більша за самі включення. 
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Область Ω , яку займає середовище, розбивають на неперетинні комірки, 

кожна з яких містить одне включення. Поле зміщень представляється у 

вигляді 
iii

vu ϕ+= , де 
i

ϕ -повільно змінне поле зміщень, 
i

v -зміщення однієї 

комірки. Зміщення 
i

v  одної комірки зв’язано з зовнішнім полем деформації, 

що має сталі інваріанти ,0
1

i

i

x

v
I

∂
∂

= 20
2 ))(

2

1
(

i

j

j

i

x

v

x

v
I

∂

∂
+

∂
∂

= . 

Відповідне середовище характеризується функціоналом дії виду: 

xdvMIIIIudtI
t

t
klmklmi

322
212

2
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20
2

1

))~(2
2

'
2

(∫ ∫
Ω

+−+−−= χχµθµ
λρ

 , (1.31) 

де 
mk

l

klm
xx

u

∂∂

∂
−=

2

χ
 
- градієнт мікродисторсії, µλ, -константи Ламе, 0ρ -густина  

середовища, виведення якого можна знайти в роботах [271, 275]. 

Розглядаючи поздовжню хвилю, яка рухається вздовж осі 1xx = , 

0,0 321 ==≠= uuuu  за умов одноосного деформованого стану, коли 

компоненти тензора деформацій нульові за виключенням 022 ≠= εε  з умови 

екстремуму функціоналу (1.32)  отримують рівняння динаміки пошкодженого 

середовища: 

2
2 2 2

2 2 3/22 2
0

3 (3 )
( ) 4 (1

( )

) 0.

x xx xx x x xx

tt l xx xxxx

xx

xxxx

u u u u u uv
u c u u c M signM

uu

v u

τ

ε
β

ρ εε

+ +
− + − + +

++

+ =ɶ

 (1.32) 

За допомогою розкладу знаменників в ряди Тейлора при умові 

1/ <εxu  (початкова деформація більша за поздовжню, що виникає при 

поширенні хвилі) з (1.33) можна отримати рівняння: 

0)~1(4
3

)( 22

00

2 =+++−− xxxxxxxxxltt uvsignMMcuu
v

u
v

cu τερρ
 . (1.33) 

Рівняння (1.33) є аналогом (1.29), що має солітонні розв’язки. 

Солітонні розв’язки має система рівнянь динаміки магніто-пружніх 

хвиль в середовищі з мікроструктурою [52], яка має вигляд: 
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 (1.34) 

де ρ -густина матеріалу, 
ik

τ -тензор напруг, 
kim

µ -тензор мікронапруг. Такі 

хвилі виникають при взаємодії деформаційних та електромагнітних полів. 

Дослідження відповідних динамічних процесів пов’язане з численними 

практичними додатками, серед яких штамповка та зварювання металічних 

конструкцій магнітоімпульсним способом,  магнітоакустичний розігрів 

матеріалів [162,237], проблеми дефектоскопії [399]. Зокрема, у випадку 

поздовжніх магнітопружних хвиль ( 1( ( ),0,0),u u ξ=
 3(0,0, ( )),h h ξ=

1 ,x Vt V constξ = − = ) і коли збурене магнітне поле та пружня деформація 

ξdduU /1=  зв’язані співвідношенням: 
U

UH
h

+
−=

1
0

3 , система (1.34) запишеться 

у вигляді: 
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=

+
−

+
+++−−

πρξρ τ

де ρµλ /)2( +=
i

c , ρµτ /=c -швидкість поздовжньої та поперечної хвилі 

при відсутності мікроструктури ( 0=M ), )3(2)2(32 CBAg ++++= µλ -

коефіцієнт квадратичної пружньої нелінійності, d -стала інтегрування. Звідси 

за умови малості пружних деформацій 1<<U  (розкладаючи в ряд Тейлора 

два останніх доданка рівняння (1.34)) отримують: 

02 =++ bUaUU ξξ , (1.35) 

де 
signMvMc

ccV
a Ai

)~1(4

)(
22

222

+

−−
=

τ

,
signMvMc

gc
b A

)~1(8

)/3(
22

2

2

+

−
=

τ

ρ
 , 

πρ4

2

0H
c

A
= - швидкість 

хвилі Альфвена [215,249]. Розв’язок рівняння (1.35) записується через 

еліптичний синус Якобі [403]: 
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),(
3

1~
2

)( 2

2

2

skAsn
s

s
a

b

a
U ζξ −

+
+−= , (1.36) 

де a~ -амплітуда стаціонарної хвилі, s  -модуль еліптичної функції, що 

характеризує степінь нелнійності викривлень, 10 2 ≤≤ s . 

Для матеріалів з додатньою дисперсією ( 02 >signMM ) існують 

дозвукові солітони деформації [9,12,17,18]: 
)/(

)(
2

0

∆
=

ξ
ξ

ch

U
U , де 
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0 ρgc

ccV
U

A

Ai

−

−−
= ,

)(

)~1(64
222

22

Ai
ccV

vMc

−−−
+

=∆ τ . Бачимо, що амплітуда солітона 0U  

монотонно зростає, а ширина ∆  прямує до 0 при зростанні напруженості 

зовнішнього постійного магнітного поля 0H . Надзвукові хвилі 22

Ai
ccV +<  

для матеріалів з від’ємною дисперсією є солітонами, їх швидкість V , 

амплітуда  0U   ширина ∆  пов’язані співвідношеннями:  
)/3(2

)(3

2

2

222

0 ρgc

ccV
U

A

Ai

−

−−
= ,

)(

)~1(64
222

22

Ai
ccV

vMc

−−−
+

=∆ τ . З останнього співвідношення випливає, що надзвукові 

нелінійні хвилі демонструють аномальну поведінку-зменшення амплітуди та 

зростання довжини хвилі при зростанні напруженості магнітного поля. 

Еволюція плоскої магнітопружньої хвилі [216] описується рівнянням: 
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A ρττ ,  (1.37) 

де ),( 1 txv  - поперечна компонента вектора переміщень,  

)22(
2

3
3 JBAg ++++= µλ

 
- коефіцієнт кубічної пружньої нелінійності. 

Звідси отримують рівняння Дуффінга: 

03 =++ bWaWWξξ . (1.38) 

Одиночна хвиля описується функцією виду: 

)/(0 ∆= ξthWW , abaW /2,/0 =∆−= . 
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Динаміка континууму Коссера з обмеженим обертанням 

(псевдоконтінуум)  описується векторним рівнянням [51]: 

.

'')(
4

)(
4

  )(''

32 FF

urotrot
I

urotrot
I

uudivgradu

+=

=++∆+−∆−+− εγεγµµλρ
  (1.39) 

Плоскі поздовжні хвилі, як і у класичному середовищі, не мають дисперсії. 

Плоскі зсувні хвилі, що поширюються в напрямку 1x  описуються рівнянням: 
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де 
2

2

3








=

τ

α
c

cl , ,4/2 ρIr = -параметри, що характеризують нелінійність та  

дисперсію середовища, ρµτ /=c , Ic /2 εγ += -швидкості зсувних хвиль та 

повертання відповідно. Це рівняння отримується з (1.39) при )0),,(,0( 1 txvu = . 

З рівняння (1.40) випливає  рівняння Дуффінга: 

1
2 CbUaUU =++ξξ , (1.41) 

де 
22

2 )1(

Vc

V
a

−
−

= ,
)(3

1
22 cV

b
−

=  , 1C  -константа інтегрування. Відповідні хвилі 

при  cV <<0    описуються за допомогою співвідношення: 

)),(()( sVtxkAsnVtxU −=− ,  (1.42) 

в якому )1(
1

6
),( 2

2

2

V
s

s
sVA −

+
= ,

22

222

)1(1

)1(1
),(

ks

kcs
skV

++
++

= . При цьому 

відокре-млені хвилі виникають при 1=s  та описуються виразом: 

)/)(()( ∆−=− VtxAthVtxU ,   

в якому 2( ) 3( 1)A V V= − ,
2 2

2
2

1

c V

V

−
∆ =

−
. Останні співвідношення підтвердь-

жують, що швидкість солітона зростає при зростанні амплітуди до значення 

cV = . Характер відокремленої хвилі в цьому випадку не вдрізняється від  

поведінки класичних солітонів, що описуються, наприклад, мКдВ. 
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При умові cV >  виникають сильно-нелінійні хвилі. Відокремлена 

хвиля в цьому випадку є граничним випадком двох нелінійних хвиль і 

описується співвідношенням:  )/)((/)( ∆−=− VtxchAVtxU , де 

)1(6)( 2 −= VVA ,
A

c

V

cV 1
61

1

2

2

22 −
−=

−
−

=∆ . Швидкість в такій хвилі 

зростає з ростом амплітуди, а ширина хвилі практично не змінюється, 

наближаючись до 1. Співвідношення для енергії можна знайти в роботі [52]. 

В роботі [233] показано, що цікавою особливістю взаємодї таких хвиль є їх 

нестабільність. При умові 96.0>∆  при взаємодії такі хвилі розщеплюються , 

породжуючи другорядні відокремлені хвилі та квазілінійний хвильовий 

пакет. При 96.0<∆  різнополярні хвилі взаємодіють між собою непружньо, 

частина їх енергії звільняється та випромінюється у вигляді пакетів 

квазігармонічних хвиль. 

Хвилі у двохкомпонентній суміші тіл, що деформуються, 

розглядались в роботах [60, 145, 317, 390]. Основні гіпотези теорії 

двохкомпонентних сумішей були сформульовані А.Гріном та Т.Стілом [60]. 

Кожна точка області, заповнена сумішшю, одночасно занята обома 

компонентами, між якими проходить взаємний рух. Деформований стан 

кожного континууму визначається парціальними тензорами деформації 2,1

ij
ε

 
та 

обертань 2,1

ij
R . При русі суміші відбувається не лише деформування окремих 

континуумів, але ї їх взаємне зміщення. Таке зміщення визначається 

компонентами вектора відносних переміщень )2()1(

kk
uu −  (зсувна модель 

суміші), відносних швидкостей )2()1(

kk
u

t
u

t ∂
∂

−
∂
∂

(дифузійна модель суміші ) чи 

компонентами вектора відносних прискорень )2(

2

2
)1(

2

2

kk
u

t
u

t ∂
∂

−
∂
∂

 (інерційна 

модель суміші). 

Динаміка двохкомпонентної зсувної суміші описується рівнянням: 
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де )(α
i

F -деякі нелінійні складові, вигляд яких можна знайти, наприклад, в [52]. 

Якщо розглянути плоску хвилю, що поширюється вздовж осі xx =1 , то 

рівняння (1.43) перепишеться у вигляді: 
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де )1(

1N -коефіцієнт нелінійності, 
iiii

c ρµλ /)2( += ,
ii

c ρµλ /)2( 333 += . 

Зауважимо, що для подальшого дослідження в ряді робіт робиться 

перехід до еволюційних рівнянь, який можна зробити методом зв’язаних 

нормальних хвиль [291]. Система (1.44) зводиться до такої системи: 
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функції jf  а також коефіцєнти при нелінійних доданках можна знайти в 

роботі [291]. 
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З (1.45) випливає, що одна з дисперсійних віток для поздовжніх хвиль 

описується рівнянням КдВ, а інша - Шредингера. Нехай хвиля біжить у 

додатньому напрямку вздовж осі x , 3WW = , 0421 === WWW . Тоді з (1.45) 

випливає рівняння КдВ: 
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 (1.46) 

яке має розв’язки у вигляді біжучих стаціонарних хвиль. 

Рівняння динаміки середовища з дислокаціями описується системою з 

16 лінійних диференціальних рівнянь, яку можна знайти в роботі [52]. Для  

поздовжніх хвиль отримують рівняння, що описує пружню дисторсію: 
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де 
B

l
ρ2∆

= -параметр, що характеризує дисперсію, а 02

2

0
1 , β

ρβ
=

∆
= n

B
n - 

параметри, що характеризують нелінійності. Можна підібрати такі значення 

параметрів, що коефіцієнтом 2n  можна знехтувати. Тоді отримують рівняння: 
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DnlD
x

DD

τ
, (1.48) 

яке має розв’язок у вигляді солітона пружньої дисторсії при 1<V . 

В роботі [166] представлена нелінійна теорія пружніх та непружніх 

деформацій для кристалів, що мають складну кристалічну решітку. Зокрема, 

розглянуто кілька підрешіток, які зливаються в одну зсувом на постійний 

структурний вектор 0u . Нехай U - зміщення центра інерції елементарної 

комірки, що являє собою пару атомів та u - відносне зміщення атомів 

всередині комірки . Для одномірного однокомпонентного випадку закон руху 

такий: ),( txUU i → , ),( txuui → . Математична модель являє собою систему 

двох рівнянь відносно акустичних мікрозміщень ),( txU  та оптичних 

мікрозміщень ),( txu  : 

[ ]
xxx usUU )cos1( −−= λρ ɺɺ , (1.49) 
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usUpkuu xxx sin)( −−=ɺɺµ , 

де ρ -середня густина мас атомів, µ  - густина приведених мас атомів, λ , k -

мікроскопічні модулі, s -коефіцієнт нелінійної стрикції-перебудови 

мікроструктури під дією макроскопічних деформацій, p2  - міжатомний 

потенціальний бар’єр в недеформованій решітці(енергія активації атомних 

зв’язків в елементарній комірці). 

Ці рівняння отримані вперше в роботі [179]. З використанням заміни 

Vtxq −=  (1.49) запишеться у вигляді: 

[ ]
qqqs usUVV )cos1()/1( 22 −=−λ ,  

usUpuVVk qqqk sin)()/1( 22 −=− , (1.50) 

де µλ /2 =sV , µ/2 kVk = . 

Звідси отримується рівняння для оптичної моди: 

,                         (1.51) 

 

де 
)/1( 221
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s
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−
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−=
λ

σ
, 

)/1( 22

2

2
sVV

s
p

−
=

λ
, pkl /2

0 = . Рівняння (1.51) є 

узагальненням рівняння SIN-Гордона. Рівняння (1.50)-(1.51) мають розв’язки 

у вигляді нелінійних періодичних хвиль, кінків та солітонів. Умови 

виникнення відокремлених хвиль розглянуті в роботі [52]. Розв’язки рівняня 

(1.51) мають вигляд: 

)(2 ζacharctgu ±= , (1.52) 

Lqq /)( 0−=ζ , 
sVV < , )/( 121 pppa −= , 12

22
0 /

~
ppLl −= )/1)(/(

~ 222
0 kVVpkl −= . 

 

1.2.3 Моделі типу мілкої води 

Рівняння типу мілкої води мають важливе практичне значення, 

оскільки описують великомасштабні атмосферні та океанічні течії, зокрема, в 

середніх широтах. В декартових координатах вони мають вигляд  [397]: 

uupupuVVpl qqk cossinsin)/1( 21
222

0 +=−
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(1.53) 

 

 

 

де ,u v  компоненти вектора швидкості, h – глибина шару рідини над рівним 

дном; f –параметр Коріоліса (частота повертання), g – прискорення вільного 

падіння. Наближена модель (1.53) отримується з рівнянь Ейлера [300] 

ідеальної рідини при таких припущеннях:  відношення характерного 

вертикального масштабу течії до  характерних горизонтальних масштабів 

набагато менше за 1;  густина рідини стала; тиск в рідині гідростатичний по 

глибині; вісь обертання співпадає з вертикальною віссю z. Узагальнення 

відповідної системи з врахуванням в’язкості в дивергентній формі наведене в 

роботі [214]: 
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 (1.54) 

де ( , , )h x y t  -висота рідини, ( , )U u v= -вектор шидкості, 
NSП -тензор в’язких 

напруг Нав’є-Стокса, F -вектор компонент зовнішньої сили, ( , )b x y  - профіль 

дна, ( , )T

x y

∂ ∂
∇ =

∂ ∂
. Відповідну систему можна записати в полярній системі 

координат. Вона матиме вигляд: 
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∂ ∂ ∂
 

22 2( )( )1 1

2

1
( ) ,

rr r

r rrrr
r

hu u huhu rhu gh

t r r r r r

П П ППb
h f g

r r r r

ϕ ϕ

ϕ ϕϕ

ϕ

ϕ

∂  ∂ ∂ ∂
+ + + − = ∂ ∂ ∂ ∂  

∂ −∂∂
= − + + +

∂ ∂ ∂

 (1.55) 

,

- ,

( ) ( ) 0,  

t x y x

t x y y

t x y

u uu vu gh fv

v uv vv gh fu

h uh vh

+ + + =

+ + + =

+ + =
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2 2 2

2

( ) ( )1 1 1

2

1 1 2
( ) ,

r

r

r

hu r hu u hu gh

t r r r r

П Пb
h f g П

r r r r

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

∂ ∂ ∂  ∂
+ + + = ∂ ∂ ∂ ∂  

∂ ∂∂
= − + + +

∂ ∂ ∂

 

де ( , , )h r tϕ -висота рідини, ( ( , , ), ( , , ))rU u r t u r tϕϕ ϕ= -вектор шидкості, NSП -тензор 

в’язких напруг Нав’є-Стокса, ,rf fϕ -компоненти зовнішньої сили, ( , )b r ϕ -

профіль дна, µ -фізична в’язкість, 

2 ,r
rr

u
П

r
µ

∂
=

∂
1

2 ( ),r
u u

П
r r

ϕ
ϕϕ µ

ϕ

∂
= +

∂

 

1
( ).r

r r

u uu
П П

r r r

ϕ ϕ
ϕ ϕ µ

ϕ

∂∂
= = + −

∂ ∂
 (1.56) 

Відзначимо, що рівняння мілкої води, як правило, розв’язуються 

чисельними методами через значні труднощі у отриманні аналітичних 

розв’язків.  

Для чисельних розв’язків рівнянь мілкої води використовують 

різноманітні підходи, зокрема квазігазодинамічний (КГД) підхід [214] або 

регуляризований їх запис. Для розв’язку таких систем можна 

використовувати явну по часу різницеву схему з центральними різницями. 

Суть КГД підходу полягає в тому, що гідродинамічні змінні усереднюються 

на відрізку ( , )t t t+ ∆ , при цьому середні значення розкладаються в ряд Тейлора 

та ігноруються члени другого порядка малості. При цьому , наприклад, h  

замінюється на 
h

h
t

τ
∂

+
∂

, 
ru  на r

r

u
u

t
τ

∂
+

∂
 і т.д. Тоді можна отримати КГД 

рівняння мілкої води . При 0τ =  регуляризована система перетворюється у 

вихідну. Відповідну різницеву схему можна знайти в роботі [214]. 

Чисельні методи розв’язку рівнянь типу мілкої води показують, що 

існують розв’язки, що моделюють відокремлені хвилі, зокрема, кругові хвилі 

типу цунамі.  

Система рівнянь мілкої води легко може бути узагальнена на випадок 

течії політропного газу, який розглядається в баротропному наближенні, 
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якщо зробити формальну заміну змінних h  та 
2

2

gh
 на ρ  та 

1γ
γρ
+

 відповідно, 

де γ – показник адіабати. Рух в’язкого газу, що стискається, зручно 

досліджувати саме в полярній системі координат. До таких задач можна 

віднести низку прикладних інженерних задач та задач геофізики, зокрема 

вивчення атмосферних явищ в планетарному масштабі, дослідження 

астрофізичних об’єктів, що пов’язані з рухом матерії навколо притягуючого 

центру [195], зокрема газових дисків галактик. 

В роботі [393] , зокрема, розглядалось лінеаризоване рівняння для 

збурень в гравітуючому газовому диску  у вигляді: 

2
2

0 0
0

1
( ),

2 g

v v
u c

t r

χ
η

ϕ ϕ
∂ ∂ ∂

+ Ω + = −
∂ ∂ Ω ∂  

2
0 0 02 ( ),g

u u
v c

t r
η

ϕ
∂ ∂ ∂

+ Ω − Ω = −
∂ ∂ ∂  (1.57)

 

0 0

1
(1 ln' ) 0,

u u v
r

t r r r

η η
σ

ϕ ϕ
∂ ∂ ∂ ∂

+ Ω + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂

 

де 
'

2 2 20 0 0
0 0

0 0 0

2 | |
, , 4 (1 ), (1 )

| | 2 2g g

g

dp G r k h
c R

d k R

π σ σ
η χ

σ σ
Ω

= − = = Ω + ≈ +
Ω

, штрих 

означає диференціювання по r ,σ -поверхнева щільність, k  - хвильовий 

вектор, h -півтовщина газового диску. Якщо в системі замінити 2
0gc  на 0gH  та 

η  на 
0

H

H
, де 0H h H= −  можна отримати систему лінеаризованих рівнянь 

мілкої води, що повертається . 

Зауважимо, що для аналізу рівнянь типу мілкої води останніми роками 

застосовувались методи теорії груп [297,14,397] . Зокрема, за допомогою 

методів групового аналізу побудовано алгебру Лі у випадку відсутності 

повертання, в роботі [14] побудована  система підалгебр, що містить 179 

представників.  На основі відповідної алгебри побудовані періодичні по часу 

точні розв’язки, які можна інтерпретувати як пульсації рідини під дією сили 
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тяжіння чи Коріоліса. Однак на сьогодні відсутні аналітичні методи для 

знаходження розв’язків, які моделюють процеси поширення відокремлених 

хвиль. 

 

1.3 Методи моделювання солітонів  

1.3.1 Метод оберненої задачі розсіювання 

Як відомо [216, 223,224], метод  оберненої задачі розсіювання, полягає 

у представленні вихідного диференціальне рівняння ˆ ( , ) 0Fu x t = , де F̂ -

диференціальний оператор у вигляді системи ( яка містить рівняння 

Шредингера та рівняння з деяким диференціальним оператором, який 

“зберігає” власні функції оператора Шредингера): 

λψψ =L̂ , (1.58) 

ψψ At
ˆ= ,  (1.59)  

)),(ˆ(ˆ 2 txuDL +−= , (1.60) 

де D̂
x

∂
=

∂
, Â-деякий лінійний диференціальний оператор (для рівняння КдВ , 

наприклад, оператор Â  має вигляд: 3ˆ ˆ ˆ4 3 6xA D u uD C= − − − + ). Зокрема, якщо 
n

λ -

дискретне власне значення оператора Шредингера, 
n

ψ -відповідна йому 

власна функція, то з рівняння (1.59) отримують: 

( ) ( ) 3( )( )n t n xxx n n x n nu Aψ ψ λ ψ ψ+ − − = , (1.61) 

де 
nA –стала інтегрування. Якщо xk

nn

netct
−= )()(ψ  при ∞→x , де 

nn
k λ−=2 , то, 

після підстановки у (1.61), одержимо : 34
nn

kA = , 
nntn

ckc 38)( =  . 

Звідси 

tk
nn

nectc
38)0()( = . (1.62) 

Як відомо [217] , у випадку неперервного спектра ( 2
k=λ ) розв’язок 

рівняння Шредингера при ∞→|| x  є лінійною комбінацією експонент 

)exp( ikx± . Якщо ж ∞→+= − xetkRetx ikxikx ,),(),(ψ , −∞→= − xetkTtx ikx ,),(),(ψ  ,  
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то (згідно з (1.61)): 24A ik= , 30, 8 ,
T R

ik R
t t

∂ ∂
= =

∂ ∂
 а звідси: 

tikekRtkR
38)0,(),( = . (1.63) 

Дискретний спектр відповідає солітонним  розв’язкам, неперервний - 

несолітонним, які є збуреннями – “осцилюючими хвостами”. 

 Отже, при реалізації методу оберненої задачі розсіювання напочатку 

вихідне рівняння записується у вигляді системи (1.58)-(1.59). Далі для 

рівняння (1.58) розв’язується задача на власні значення з потенціалом )(0 xu  

та визначається сукупність величин: }0),(;,...,1,,{ 2 >== kkRNncS
nn

λ . Тоді за 

формулами (1.62)-(1.63) знаходяться ),(),( tkRtc
n  в довільний момент часу. За 

даними розсіювання можна відновити потенціал Шредингера з 

використанням інтегрального рівняння Гельфанда-Левітана-Марченко [ 223, 

224,161]: 

0);,()();(),,( =∫ ++++
∞

x

dztzxKzyBtyxBtyxK , (1.64) 

де dketkRetctxB iktxk
N

n
n

n ∫∑
∞

∞−

−

=
+= ),(

2

1
)(),(

1 π
. (1.65) 

При цьому з рівняння (1.64) знаходиться функція ( , , )K x y t , з якої 

відновлюється потенціал за формулою: ),,(2),( txxK
dx

d
txu = . Зауважимо, що 

рівняння (1.64) часто вдається розв’язати у багатьох практично-важливих 

випадках, зокрема, для рівняння КдВ, односолітонного та багатосолітонного 

випадку [52]. Для відповідного рівняння розв’язок (1.64) можна знаходити у 

вигляді: ∑ −=
n

nn
yktxKtyxK )exp(),(),,( . Зокрема, для багатосолітонних 

розв’язків має місце співвідння: 
dx

dD

D
txxK

1
),,( = ,  

mn

mn

nnmnm
kk

xkk
tcD

+
+−

+=
))(exp(

)(δ ,
nm

δ -символ Кронекера. А для двох 

солітонів )(222 1221211 δθθθθ ++−−− +++= eeeD  , де 
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iiii
tkxk δθ −−= 34 , 2,1,2/)0(12 == ikce

ii

δ ,

2

21

212 21










+
−

=−

kk

kk
e δ . При +∞→t  в 

області 01 =θ  , 121 θ−+≈ eD , 
1

2

2

12
),(

θch

k
txu ≈ , а при −∞→t : )(22 12212 δθθθ ++−− +≈ eeD ,  

2
1

2
1 12

2
( , )

( )

k
u x t

ch θ δ
≈

+
 (тобто у відповідних граничних випадках маємо два 

одиночних солітони, один з яких отримав зсув вздовж осі x ). 

Для визначення класу рівнянь, які вдається розв’язати за допомогою 

цього методу, можна провести наступні міркування. Продиференціювавши 

рівняння (1.59)  по t  та вважаючи, що власні значення оператора Шредингера 

не залежать від часу, матимемо: ttt LL λψψψ =+ ˆˆ . 

З врахуванням рівняння (1.59)  отримується рівняння Лакса: 

]ˆ,ˆ[ˆ LALt =ψ ,  (1.66)  

де ALLALA ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ −= , оператори LA ˆ,ˆ  утворюють операторну пару Лакса. Тоді  

розглядають сімейство операторів виду: 

CbDDbDcA
n

j

j

jj

j

n

nn +







++−= ∑

=

−−+

1

121212 )ˆˆ(ˆˆ , (1.67) 

де 
j

b -функціонали від функції ),( txu  та її похідних по x , які вибираються 

так, щоб рівняння Лакса (1.66) не містило оператора D̂ ,C -стала інтегрування, 

яка вибирається з умови нормування власних функцій. Вибираючи різні 

значення n  , легко отримати цілу ієрархію модельних рівнянь , зокрема, при 

0=n  та 0=C  з (1.67)  DA ˆˆ −= ,  рівняння (1.60) дає лінійне рівняння переносу 

0t xu u+ = ; при 1 11, 3 / 4, 4n b u c= = =  отримують рівняння КдВ:  

6 0t x xxxu uu u+ + = ;  при 2n = –рівняння виду:  

2 31
( 5 10 10 ) 0

32t xxxx x xx x
u u u uu u+ + + + = . 

У роботі [224] , не обмежуючись оператором Шредингера L̂  виду 

(1.67), задачу (1.57)-(1.58) представлено в матричній формі: 
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ikVVL =ˆ , (1.68) 

де 2
21 ),,( kvvV == λ , 











−

−
=

D

txuD
L

ˆ1

),(ˆ
ˆ . При цьому показано, що існує оператор 

[224] Â , такий, що рівнянням Лакса буде нелінійне рівняння Шредингера: 

0||
2

1 2 =±+ uuuiu xxt . (1.69) 

Найбільш загальний варіант оператора L̂  був розглянутий в роботі 

[161]: 












−

−
=

Dtxr

txqD
L

ˆ),(

),(ˆ
ˆ , (1.70) 

де ),(),,( txqtxr  – деякі функції. Якщо (1.66)  представляється у формі: 

PVV
x

= , (1.71) 

де 






 −
=

iktxr

txqik
P

),(

),(
 а вектор V задовольняє рівняння: 

QVV
t

= , (1.72) 









−

=
ac

ba
Q , cba ,, -функціонали від rq,  та їх похідних по x , то з умови 

сумісності рівнянь (1.71) та (1.72) можна отримати: 

0],[ =+− QPQP xt . (1.73) 

Звідси 

.022

,022

,0

=+−+

=−−−

=+−

ikccarr

ikbbaqq

rbqca

xt

xt

x

 (1.74) 

Розв’язок цієї системи  знаходиться у вигляді ряду: 

∑=∑=∑=
===

n

i
i

i
n

i
i

i
n

i
i

i ckcbkbaka
000

 ,, . (1.75) 

Вибираючи матрицю Q , отримують нескінченну послідовність 

рівнянь, що інтегруються методом оберненої задачі. Інший вигляд матриці P  

дасть можливість збудувати іншу ієрархію. 
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В низці робіт, зокрема [321], дається визначення повністю 

інтегрованого рівняння як такого, яке можна представити у вигляді системи 

рівнянь (1.71)-(1.72). Також дається визначення солітона, як розв’язку 

повністю інтегрованого рівняння, якому відповідає спектр, що складається з 

єдиного дискретного власного значення [321]. Зауважимо, що при такій 

класифікації основна увага приділяється саме солітонам, які є окремим 

підкласом відокремлених хвиль. При цьому питання моделювання 

відокремлених хвиль, що розвиваються з довільного початкового збурення, 

вивчення  їх властивостей, динаміки зміни їх амплітуд потребують розробки 

нових методів та підходів. 

1.3.2 Методи спеціальних розкладів 

Р.Хірота [66] запропонував перетворення виду: 

),(ln2
2

2

txf
x

u
∂
∂

= .  (1.76) 

З використанням такого перетворення, наприклад, рівняння КдВ 

запишеться у вигляді: 

043 2 =+−+− xxxxxxxxxxtxxt fffffffff . (1.77) 

Тоді (1.77) матиме вигляд: 

0)ˆˆˆ(ˆ 4 =⋅+=⋅ ffDDDffP xtx . (1.78) 

де xD̂ : xxx fggfgfD −=⋅ˆ . Аналогічно вводиться tD̂ . Розв’язок (1.78) шукають у 

вигляді ряду: 

...1 2
2

1 +++= fff εε , (1.79) 

за степенями спеціальним чином введеного малого параметра де ε , де в 

результаті стандартної підстановки та  (1.79) в (1.78) та прирівнювання до 

нуля членів при однакових степенях ε , для знаходження 1f  отримуються 

співвідношення: 

0ˆ
1 =fL , (1.80) 

112
ˆ

2

1ˆ ffPfL ⋅−= , (1.81) 
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213
ˆˆ ffPfL ⋅−= , (1.82) 

де 
2 4

4
L̂

x t x

∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
.  Звідси  знаходиться односолітонний розв’язок рівняння КдВ

)exp(1 3 ϕ+−+= tkkxf , де εϕ ln= . Метод Хіроти дозволяє знаходити точні 

N-солітонні розв’язки  якщо ∑ −=
=

N

i
ii
tkxkf

1

3

1 )exp( . В роботі [ 321] за 

допомогою цього методу  знаходяться солітонні розв’язки інших модельних 

рівнянь  

Важливу роль при знаходженні солітонних розв’язків відіграють 

перетворення Беклунда, що характеризуються деякими співвідношеннями  

виду: njkuuR j ,...,2,1,0))(),(),(( == , де )(),( uu  - набори не обов’язково 

однакової довжини , що складаються відповідно з функцій ,u u , що є 

розв’язками деяких диференціальних рівнянь  в частинних похідних, та їх 

часткових похідних, )(k  - набір характерних параметрів (див., напр.,[68] ).  

Так, у роботах [222,273] розглядається перетворення Міури: 

x
ivvu −= 2 ,  (1.83) 

яке переводить рівняння МКдВ у рівняння КдВ (зворотнє твердження не 

вірне). Звідси з врахуванням рівняння  

xxxt
uviuv )(2−−= , (1.84) 

отримують перетворення Беклунда.  

Для рівняння SIN-Гордона: sinxtu u=  перетворення Беклунда, що 

мають вигляд: 

( )
)

2
sin(

2

uu
k

uu x −
=

+
, (1.85) 

( )
)

2
sin(

1

2

uu

k

uu t +
=

−
. 

дозволяють будувати нові розв’язки з вже відомих. Наприклад якщо 0=u  то 

( )
)2/sin(

2
uk

u x = , (1.86) 
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( )
)2/sin(

1

2
u

k

u t = . 

Звідси, зокрема, отримується односолітонний розв’язок: 

t
k

kxearctgu
1

),(4 +== θθ , (1.87) 

де додатні значення k  відповідають кінкам, від’ємні-антикінкам. Для 

отримання багатосолітонних розв’язків використовують властивість 

комутативності перетворень Беклунда. 

Існує низка підходів, які полягають у знаходженні розв’язку у вигляді 

розкладів в ряди з використанням функцій спеціального виду. До таких 

методів можна віднести метод трансформацій Дарбу, tanh-метод та його 

модифікації, метод узагальнених гіперболічних функцій, метод 

відокремлених змінних, метод експонент та низка інших, які описані, 

зокрема, в роботах [71,37,73,86,93,91]. Запропоновані також рекурентні 

процедури знаходження солітонних розв’язків. 

 Наприклад, у методі декомпозиції Адоміана для модельного рівняння, 

записаного у формі: 

0)( =++++ udLcNbMaKuL xuuut ,  (1.88)  

де 
t

Lt ∂
∂

= ,
5

5

x
Lx ∂

∂
= ,

xu uuK = ,
xxxu uuM = ,

xxxu uuN = , ∫=−
t

t dtL
0

1 (.) ,  

розв’язок представляється у вигляді: ∑=
∞

=0
),(),(

n
n

txutxu , )0,(),(0 xutxu = . Якщо 

∑=
∞

=0n
nu

AK , ∑=
∞

=0n
nu

BM , ∑=
∞

=0n
nu

CN , де 
nnn

CBA ,, -поліноми Адоміана виду: 

[ ])),((
!

1
0

∑=
∞

=k
k

k

un

n

n
txuK

d

d

n
A λ

λ
, [ ])),((

!

1
0

∑=
∞

=k
k

k

un

n

n
txuM

d

d

n
B λ

λ
, 

[ ])),((
!

1
0

∑=
∞

=k
k

k

un

n

n
txuN

d

d

n
C λ

λ
, 

то в результаті  підстановки відповідних поліномів в (1.88) , матимемо  

рекурентну процедуру пошуку розв’язку: 

).(1111

1 nxtntntntn
uLdLCcLBbLAaLu −−−−

+ −−−−=  (1.89) 
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Збіжність методу досліджувалась в роботі [37]. За допомогою такого 

підходу можна знайти розв’язки низки рівнянь, таких як рівняння Іто [68], 

Каупа-Купершміта , Савади-Котера та інших. 

Згідно tanh-методу, розв’язок модельного еволюційного рівняння 

знаходиться у вигляді: 

∑+∑=
=

−

=

m

k

k

k

m

k

k

k
bau

00
ФФ)(ξ ,  (1.90) 

де 
k

a ,
k

b -деякі коефіцієнти, ct-yx +=ξ , )Ф(ξ  - функція, що задоволняє 

рівняння Ріккаті виду: 
2qФpФrФ' ++= , (1.91) 

де qp,r, -деякі коефіцієнти. 

При цьому розглядають спеціальні розв’язки рівняння (1.91) виду: 

)
2

tanh(
22q

p-
)Ф( C

qq
+

∆∆
+= ξξ , )

2
tan(

22q

p-
)Ф( C

qq
+

∆−∆−
+= ξξ , 

)
2

cot(
22q

p-
)Ф( C

qq
+

∆−∆−
+= ξξ , )

2
coth(

22q

p-
)Ф( C

qq
+

∆∆
+= ξξ .  (1.92) 

та низку інших [53,54,118]. 

У роботі [73] пропонується представлення виду: 

2
0

1 1 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) '( ) ( ) '( ),
n n n n

k k k k

k k k k

k k k k

u a a f b f c f f d f fξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ− −

= = = =−

= + + + +∑ ∑ ∑ ∑ (1.93) 

де 2 4 2( '( )) ( ) ( ) .f pf qf rξ ξ ξ= + +  

У роботі [119] розв’язок знаходиться у вигляді: 

)()()()(
10

ξξξξ j
n

k

k

k

n

k

k

k
gfbfau ∑+∑=

=

−

=
, (1.94) 

де функції )(),( ξξ gf  задовольняють рівняння: 

)()()(' ξξξ gqff −= ,  

2'( ) (1 ( ) ( )),g q g rfξ ξ ξ= − − 2 2 2( ) 1 2 ( ) ( ) ( ).g rf r fξ ξ ε ξ= − + +  

В роботах [86]-[93] пропонується знаходити розв’язки у вигляді: 

[ ] p
mBAu

/1)cosh()( −+= ξξ , (1.95) 
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[ ] p
mAu

/1)tanh(1)( ξξ −= . 

Метод exp-функцій [71],[3] передбачає використання представлень 
виду: 

( ) .

c
k

k

k d
p

k
k

k q

a e

u

b e

ξ

ξ
ξ =−

=−

=
∑

∑
  (1.96) 

Метод представлень Пейнлеве (Painleve) [71] ґрунтується на 

використанні співвідношень виду: 

0

( , )
( , ) ,

( , )

r
k

r k
k

u x t
u x t

f x t−
=

= ∑   (1.97) 

де ( , )

c
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k

k d
p

k
k

k q

a e

f x t

b e

ξ

ξ

=−

=−

=
∑

∑
 . 

Відомим є метод гомотопій [138]. Він вперше був запропонований Ляо 

(Liao) в 1992  році в роботі [91]. Для диференціального рівняння : 

0)]([ =τuN ,  (1.98) 

де )(τu  - шукана функція, розглядаються деформаційні рівняння нульового 

порядку виду: 

)],([)()](),([)1( 0 pNphHupLp τϕτττϕ =−− , (1.99) 

де ]1,0[∈p , 0≠h , 0)( ≠τH , L  - деякий лінійний оператор, ),( pτϕ  - невідома 

функція, яка знаходиться у вигляді: 

0
1

( , ) ( ) ( ) ,m

m

m

p u u pϕ τ τ τ
∞

=

= + ∑  (1.100) 

де  
m

m

m
pm

u
∂

∂
=

)0,(

!

1
)(

τϕ
τ . 

Диференціюючи вихідне рівняння m разів, отримують деформаційне 

рівняння m-того порядку: 
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1 1[ ( ) ( )] ( ) [ ( , )] ( )m m m m mL u u hH N p R uτ χ τ τ ϕ τ− −− = , (1.101) 

))(),...,(),(( 10 τττ
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1 1
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χ . 

При цьому для різних лінійних операторів та значень констант можна 

отримати аналогічні результати. Наприклад, при 
t

ptx
ptxL

∂
∂

=
),,(

)],,([
ϕ

ϕ  

можна отримати розв’язки рівнянь КдВ, Кавахари, Гарднера. 

1.3.3 Асимптотичні методи 

Важливе місце серед методів знаходження солітонних розв’язків 

еволюційних рівнянь займають теоретичні результати Ю.А. 

Митропольського, Н.Н. Боголюбова, А.К. Прикарпатського, В.Г. Самойленка, 

М.М. Притули , І.В. Микитюка [196,280,310,122], зокрема градієнтно-

голономний алгоритм, який дозволяє  розв’язувати задачу існування 

зображення Лакса.  

Згаданий вище метод tanh – функцій знайшов своє вдосконалення у 

роботах М.М. Притули [343] та ін. При цьому солітонні роз’язки знаходились 

в рухомій системі координат 0
1

, tanh
N

j j

j

k x Tξ ϕ ξ
=

= + =∑ . Розв’язок вихідної  

системи знаходиться у вигляді: 
0

( )
iM

j

i ij

j

U T a T
=

= ∑  ( ( )iU T  відповідає ( )iu x ).  

В роботі [310] розглядалась динамічна система типу Кортевега де-

Вріза виду: 

 [ ]
,

,
2

t xxx x x

t xxx x

u u uu vv
K w

v v uv

= + − 
=

= − − 
 

де ( , )w u v= , [ ]K w -гладке за Фреше функціонально-поліноміальне векторне 

поле. 
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На основі градієнтно-голономного алгоритму показано, що відповідна 

динамічна система є узгодженим бігамільтоновим потоком [310] на М –

нескінченно-вимірному гладкому періодичному многовиді  і має стандартне 

зображення типу Лакса, [ , ; ],
d

L A u v
dx

λ= − [ , ; ] 0,trA u v λ =  що дозволяє 

проінтегрувати систему методом оберненого спектрального перетворення. 

Для системи знайдено нескінченну ієрархію законів збереження. При цьому 

має міце рівняння: * 0,
d

K
dt

ϕ
ϕ+ =

3
*

3
,

2
xu v

K
v u

 −∂ − ∂ −
=  

∂ ∂ + ∂ 
 де 

1 1 2 2 0k x k xϕ ϕ= + + - рухома система відліку, 1 2,k k -компоненти хвильового  

вектора. Тоді 
0

3( , ; ) (1, ( , ; )) exp ( , ; )
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x

x t b x t x t dx x tϕ λ λ λ λ σ λ
 

= + + 
  
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0, , ( , ; ) | | , ( , ; ) | |  при .j j

j j

j Z j Z

C x R b x t b w x t wλ λ λ σ λ σ λ λ
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∈ ∈

∈ ∈ → ∞∑ ∑≃ ≃  

На основі ґрадієнтно-голономного алгоритму Боголюбова - 

Прикарпатського для дослідження інтегровності нелінійних динамічних 

систем на функціональних многовидах у праці [310] встановлено точну 

лінеаризацію нелінійної динамічної системи типу Бюргерса-Кортевега-де 

Вріза. 

Рівняння Кортевега - де Вріза зі змінними коефіцієнтами розглядались 

в роботах В.Г. Самойленка, Ю.В. Самойленко , зокрема [329]: 

2

0 0

( , , ) ( , , ) ,  де

( , , ) ( , ) , ( , , ) ( , ) .

xxx t x

k k

k k

k k

u a x t u b x t uu

a x t a x t b x t b x t

ε ε ε

ε ε ε ε
∞ ∞

= =

= +

= =∑ ∑  

При цьому солітоноподібний розв’язок знаходиться як представлення 

виду: 1

0

( )
( , , ) [ ( , ) ( , , )] ( ),

N
j N

j j

j

x t
u x t u x t V x t O

ϕ
ε ε τ ε τ

ε
+

=

−
= + + =∑ . 

Одним з відомих методів дослідження відокремлених хвиль є метод 

пошуку розв’язку, який є нескінченно-тонким δ -солітоном [213, 34]. Під δ -



67 

солітоном розуміють функцію виду: (( ( )) / ) ( ( )) ( ),nw x v t C x v t Oε εδ ε− = − + що 

є слабким асимптотичним розв’язком відповідного модельного рівняння. 

Використання δ -солітонів в асимптотичному випадку дозволяє не 

враховувати форму профілю хвилі. Однак, узагальні функції як моделі 

реальних фізичних явищ мають низку недоліків. 

 

1.4 Висновки 

Аналіз представленої вище інформації показує, що відомі програмно-

апаратні комплекси для дослідження сейсмічних процесів мають добре 

розроблені функції моніторингу, візуалізації та статистичного аналізу , однак  

не мають ефективних функцій прогнозування, оскільки існуючі підходи до 

моделювання сейсмічних процесів не враховують низку фізичних механізмів, 

що можуть впливати на відповідні процеси, зокрема наявність локалізованих 

солітоноподібних хвиль у зонах сейсмічної активності.  

Самотні хвилі існують у середовищах з різноманітними 

дисперсійними властивостями. Відповідні моделі зводяться до 

диференціальних рівнянь, які мають розв’язки у формі відокремлених хвиль, 

зокрема рівнянь Бюргерса, Кортевега -де Вріза, Буссинеска, Клейна-Гордона-

Фока, Кортевега-де Вріза- Бюргерса, Шредингера, Кадомцева-Петвіашвілі, 

Хохлова-Заблотської, Заблоцької-Хохлова-Кузнецова, Серра, Дуффінга, SIN-

Гордона. Очевидно, наведені вище рівняння не вичерпують моделі, які 

допускають розв’язки, що описують відокремлені хвилі. 

На сьогодні відомо низку підходів до знаходження солітонних 

розв’язків відповідних диференціальних рівнянь. Фундаментальне значення 

відіграє метод оберненої задачі розсіювання. Існує нескінченна кількість 

диференціальних рівнянь, які можуть бути продиференційовані за допомогою 

цього методу. Однак, метод не вичерпує всі рівняння, що можуть мати 

солітонні розв’язки.  Поряд з цим, існують інші методи, які дозволяють 

знаходити як точні так і наближені солітонні розв’язки диференціальних 
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рівнянь. Однак відповідні методи часто мають спецільний характер і є 

ефективними лише для певного класу рівнянь. Більшість з них стосуються 

одновимірного випадку.  

Проблема моделювання процесів виникнення та поширення 

відокремлених хвиль має декілька аспектів, зокрема, це аналітичний опис 

профілю хвилі та наявність низки специфічних властивостей солітона, які 

гарантуються деякими методами вже на етапі їх застосування і не потребують 

додаткового дослідження. Наявність таких методів зумовлює їх складність. В 

той же час, профіль хвилі може змінюватись в часі, тоді така хвиля вже не 

буде солітоном в класичному розумінні, однак може мати солітонні 

властивості, які потребують додаткового дослідження. 

Солітонні розв’язки рівнянь, що розглядаються в рамках структурно-

феноменологічного підходу, наприклад, є окремими частковими випадками 

розв’язків і не дають можливості вирішити питання утворення відокремленої 

хвилі з довільного початкового збурення. 

Використання δ -солітонів в асимптотичному випадку дозволяє не 

враховувати форму профілю хвилі. Однак, узагальні функції як моделі 

реальних фізичних явищ мають низку недоліків, зокрема необмеженість, 

специфічний математичний зміст похідних та ін. Тому виникла необхідність у  

розробці методів, які б мали переваги класичних δ -солітонів в частині їх 

незалежності від форми профілю і водночас дозволяли отримувати 

обмежений гладкий розв’язок, що моделює відокремлену хвилю. 

Особливо проблематичним зараз є аналітичний опис відокремлених 

хвиль у багатовимірних випадках. Навіть для добре вивченої системи рівнянь 

типу «мілкої води» лише нещодавно були знайдені періодичні аналітичні 

розв’язки і автору не відомі методи аналітичного дослідження відокремлених 

хвиль. 

Таким чином, виникає необхідність у розробці методики, яка б мала в 

певному розумінні універсальний характер і дозволяла знаходити розв’язки 
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модельних рівнянь, що моделюють двовимірні та тривимірні відокремлені 

хвилі. 

У багатовимірному випадку виникають нові задачі, пов’язані з 

дослідженням траєкторій відокремлених хвиль та їх прогнозування а також  

процесів взаємодії таких хвиль. Такі задачі вимагають розробки нових 

підходів та методів. 
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РОЗДІЛ 2 МЕТОД МОДЕЛЮВАННЯ СОЛІТОНОПОДІБНИХ 

ХВИЛЬОВИХ ПРОЦЕСІВ, ЩО ОПИСУЮТЬСЯ РІВНЯННЯМИ ТИПУ 

КОРТЕВЕГА-ДЕ ВРІЗА, НА ОСНОВІ Т-ПРЕДСТАВЛЕНЬ 

В даному розділі пропонується загальний метод моделювання процесів 

поширення локалізованих збурень довільного профілю у суцільних 

середовищах з заданими дисперсійними властивостями. Метод дозволяє 

досліджувати виникнення відокремлених хвиль з довільного збурення а також 

моделювати процеси їх взаємодії. Відповідний підхід продемонстровано на 

прикладі середовищ, хвильові процеси у яких описуються рівняннями типу 

Кортевега – де Вріза. Такі рівняння описують низку явищ, пов’язаних з 

поширенням відокремлених хвиль, зокрема, хвиль на мілкій воді, нескінченно 

довгих хвиль в стратифікованій воді океану, акустичних хвиль в кристалічній 

решітці та інших.  

 

2.1 Моделювання процесів поширення відокремлених хвиль у 

середовищах, що описуються рівняннями типу Кортевега-де Вріза 

Нехай маємо деяке середовище, у якому можуть існувати локалізовані 

солітоноподібні збурення. Для моделювання відповідних n - вимірних збурень 

будемо використовувати представлення виду (Т-представлення): 

(1) (2) ( )

1 2( , ,..., ) ( ( ), ( ),..., ( )) ( , )n T T

nu u u t t t W x tγ γ γ= , (2.1) 

де ( , ) exp( ( , ( )) / )W x t x x tµ ε= − ɶ
 – функція, що описує форму хвилі, 

1 2( , ,..., ),nx x x x= 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))nx t x t x t x t=ɶ ɶ ɶ ɶ
 – координата точки максимуму 

відповідного збурення, ),( baµ  – деяка функція, , na b R∈  (в найпростішому 

випадку це функція міри, визначена на множині інтервалів{[ . ], , }na b a b R∈ , 

коли збурення матиме в певному розумінні симетрію; часто в основі 

конструювання даної функції є відстань | ( ) |x x t− ɶ
 
в евклідовому просторі), 

1 2( ( ), ( ),..., ( ))T

nt t tγ γ γ – амплітудні функції (в подальшому розглядатимуться 

більш складніші залежності амплітудних характеристик від просторових 
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змінних та часу, ( , ), 1,i i t x i nγ γ= =   ), ε  - параметр локалізації збурення,

(1) (2) ( )( , ,..., )nu u u –відповідні збурення .  

В подальшому для одновимірного випадку відповідне представлення 

розглядатимемо у вигляді: 

( , ) ( ) exp( ( ( )) / ),u x t t g x x tγ ε= − − ɶ   (2.2) 

де (.)g  - функція, що задовольняє умови:  

( ) 0g x ≥ , (0) 0g = , '(0) 0g =  , ''(0) 0g ≥ .  (2.3) 

Додаткові умови, які накладаються на функцію (.)g , визначаються 

класом збурень, що нас цікавлять та зумовлюються специфікою самого 

середовища, у якому поширюються відповідні збурення. Очевидно, що 

функція )/))(~(exp( εγ txxg −−  , де (.)g  задовольняє умови (2.3), може описати 

додатнє збурення будь-якої форми, де γ  є амплітудним параметром, ε  - 

параметр, що визначає локалізацію збурення. Зауважимо, що параметр ε  

зручно використовувати у інфінітизимальних випадках ( 0,ε ε→ → ∞ ).  

Подальша деталізація представлення (2.2) визначатиметься 

характеристиками середовища, у якому розповсюджуються хвилі, зокрема, 

рівняннями , що описують хвильові процеси. Розглянемо відповідний підхід 

на прикладі  середовищ, у яких хвильові процеси описуються рівнянням 

Кортевега –де Вріза : 

06 =++
xxxxt

uuuu . (2.4) 

Для уточнення функцій (.)g , ( )x tɶ та ( )tγ  знаходимо похідні  

,
))(~('

uu
txxg

u x η
ε

=
−

−=  де ,
))(~('

ε
η

txxg −
−=  

2 2( ) ,xx x x x xu u u u u uη η η η η η= + = + = +
 

2 3( 2 ) ( ) ( 3 ) ,xxx xx x x xx xu u u uη ηη η η η η ηη η= + + + = + +  (2.5) 

utxttutx
txxg

ttu t ))('~)(/)('())('~))(~('
)(/)('( ηγγ

ε
γγ −=

−
+=  

і, підставляючи (2.5)  в (2.4) , отримуємо: 
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0)3(6))('~)(/)('( 3 =++++− uuuutxtt xxx ηηηηηηγγ , 

.0
))(~('))(~('))(~(''

3
))(~('''

))(~('
6))(~)),(~('

)(/)('(

3

2

=






 −
−

−−
+

−
−

−
−

−
−

+

u
txxg

u
txxgtxxg

u
txxg

u
txxg

utx
txxxg

tt t

εεεε

εε
γγ

 

(2.6) 

Зокрема, у випадку, коли 0)(~ =− txx  з рівняння (2.6) отримуємо умову 

(рівняння) для знаходження амплітуди: 
'''(0)

'( ) ( ) 0.
g

t tγ γ
ε

− =    

Звідси '( ) / ( )t t C constγ γ = = . Тоді розглянемо два випадки: 

А)  '( ) 0, ( )t t constγ γ γ= = = , '''(0)g =0. 

Б) '( ) / ( )t t C constγ γ = = , 
'''(0)

( )
g

t

t Ce εγ = , '''(0) 0g ≠ . 

Надалі зупинимось на першому випадку. З рівняння (2.6) отримуємо: 

3'( ) 6 ( 3 ) 0xx xx t u u u uη η η ηη η− + + + + =ɶ , 

2

3

'( ( , )) '( ( )) '''( ( ))
( ) 6

''( ( )) '( ( )) '( ( ))
3 0,

t

g x x x t g x x t g x x t
x t u u u

g x x t g x x t g x x t
u u

ε ε ε

ε ε ε

− − −
− + + −

− − − − + = 
 

ɶ ɶ ɶ
ɶ

ɶ ɶ ɶ

   

(2.7) 

Рівняння (2.7) визначає додаткову умову для функцій (.)g  та ( )x tɶ  в 

представленні (2.2).  

Зауважимо, що мають місце наступні прості твердження для граничних 

випадків параметра локалізації ε . 

Твердження 1 Функція (2.2) при ε →∞  ( lim ( , )u x t
ε →∞

) є розв’язком рівняння 

КдВ.  

Дійсно, 

3

3

'( ( )) '( ( )) '''( ( )) ''( ( )) '( ( ))
lim( ( ) 6 ( 3

'( ( , )) '( ( , ))
( , ) (1 ( , )) ) 0,

t

xxx x

g x x t g x x t g x x t g x x t g x x t
x t u

g x x x t g x x x t
x x t x x t u

ε ε ε ε ε ε

ε ε

→∞

− − − − −
− + − + +

− − + − − = 
 

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ
ɶ

ɶ ɶ
ɶ ɶ

lim ( , ) .u x t
ε

γ
→∞

=  
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 Твердження 2 Функція (2.2) при 0ε →  (
0

lim ( , )u x t
ε →

) є розв’язком рівняння 

КдВ.  

Tвердження випливає з таких співвідношень: 

0

3

'( ( )) '( ( ))
lim ( ( ) 6 )

'''( ( )) ''( ( )) '( ( )) '( ( ))
( 3 ) 0,

t

g x x t g x x t
x t u u

g x x t g x x t g x x t g x x t
u

ε ε ε

ε ε ε ε

→ +

− −
− +

− − − − + − + − = 
 

ɶ ɶ
ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

 

2 2 2 2 3

0 0 0
lim exp( / ) / lim exp( / ) / lim exp( / ) / 0,y y y
ε ε ε

ε ε ε ε ε ε
→ + → + → +

− = − = − =  

2 2 2

0
lim exp( / ) / lim exp( ) lim / exp( ) 0

x x
y y x x x y x

ε
ε ε

→ + →+∞ →+∞
− = − = = . 

Розглянемо випадок, коли vttxx =),(~ . Тоді  згідно (2.7) матимемо: 

.0
)('

)(')(''
3

)(''')('
6

)('

3

)(

=





 −

−

−
−−

+
−

−
−

−
− −

−

ε

εεε
γ

εε
ε

vtxg

vtxgvtxgvtxg
e

vtxg
v

vtxg
vtxg

 (2.8) 

Для зручності подальших викладок введемо позначення (.)~/(.) gg =ε , 

yvtx =− .  Тоді  рівняння (2.8) перепишеться у вигляді: 

( ) 0)('~6)('~)('~)('~)(''~3)('''~ )(3 =+−+− − ygeygygvygygygyg γ . А в результаті 

підстановок )~()('~ gpyg = , 2pw =   останнє рівняння запишеться у вигляді: 

gevwww
~

62/'32/'' −−=+− γ  . (2.9) 

Загальний розв’язок рівняння (2.9) має вигляд: 2

1 22 g g gw v e C e C eγ −= − + +ɶ ɶ ɶ

. Tоді 

за умов 02
~

2

~2

1

~

≥++− − ggg eCeCeb γ , 02
21

=++− CCb γ  можемо визначити 

функцію )(~ yg , як розв’язок задачі Коші: 

,2)()('~ ~

2

~2

1

~ ggg eCeCebysignyg ++−= −γ  (2.10) 

0)0(~ =g . 

Покажемо, що відомий солітонний розв’язок [84] рівняння КдВ  

)4(2),( 222 ϕχχχ −−= − txchtxu  (2.11) 
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 є частковим випадком представлень (2.2) , де χ , ϕ  -деякі параметри. Дійсно, 

поклавши в (2.10)  
1 2 0C C= =  матимемо: γ2=v . Тоді задача (2.10) запишеться 

у формі: 

gvevyg −−=)(' , 0)0( =g .  (2.12) 

Враховуючи (2.11) та (2.2), отримуємо :  

))4((2 222 ϕχχχ −−− txch = 2/))(exp( ϕ−−− vtxgv . 

Tоді:  

))((ln2)( ϕχϕ −−=−− tvxchvtxg ,   (2.13) 

)(ln2)( ychyg χ= .  (2.14) 

Диференціюючи )(yg  при 
24χ=v , oтримуємо : 

)(

)(2
)('

ych

yhs
yg

χ
χχ

= . 

Підставляючи (2.14) у праву частину (2.12), маємо: 

=−==−=−=− −−− )(/)1)((2)(1212 222)(ln2 ychychychevev ychg χχχχχχ χ

).(')(/)(2)(/)(2 22 ygychyhsychyhs === χχχχχχ   

З’ясуємо питання про те, якими є функції )(yg , ),( txu  при деяких 

конкретних значеннях відповідних параметрів. Нехай, наприклад, 

1 20.9, 0.901, 0.201, 0.1C C b γ= = − = =  (при таких значеннях параметрів 

виконується рівність 
1 22 0b C Cγ− + + = ) . На рис. 2.1  зображені графіки 

функцій )(yg  та (| |)g y  відповідно. На рис.2.2 зображено графік функції 

)50,(xu , та графік  класичного солітонного розв’язку, що визначається за 

допомогою співвідношення (2.11) . Відповідні параметри представлення (2.2) 

підібрані так, щоб максимальні значення функцій (2.11) та (2.2) були 

однаковими. Бачимо, що при вказаних вище значеннях параметрів розв’язок 

(2.2) описує відокремлену хвилю незмінної в часі форми, яка у випадку 

рівності амплітуди з класичним солітонним розв’язком (2.11) відрізняється від 

нього суттєво меншою локалізацією у просторі. Зауважимо, що розв’язок 

рівняння (2.11) досить точно описує профіль самотньої хвилі, яка  
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Таб.1 

x -5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 

Експерименти 0.01 0.04 0.06 0.1 0.15 0.23 0.34 0.45 0.51 0.53 

Теоретичні 

значення 

0.01 0.03 0.06 0.09 0.14 0.21 0.3 0.41 0.50 0.53 

Продовження Таб.1 

 

 

 

На рис.2.4 показано порівняння експериментальних вимірювань 

профілю хвилі, яка утворюється в каналі при витіканні води з-під затвору в 

умовах білякритичних течій [321]  ( сама схема установки зображена на 

рис.2.5). Тут цифрами 1-7 позначені відповідно, профілі: 

2

1 11 ( 1) ( 3( 1) )
2

Fr sch Fr
ξ

η = + − − ,
2

1 1 11 ( 1) ( 3( 1) / )
2

Fr sch Fr Fr
ξ

η = + − −
,
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Рис.2.4. Порівняння експериментального профілю з теоретичними 



 

 

Рис.2.5. Cхема експериментальної установки

заспокоювальна камера,3 

заспокоювальні решітки, 6

9 - щити з п’єзометрами,10 

I-VI-положення робочого затвора

 

хема експериментальної установки: 1 - голова 

заспокоювальна камера,3 - вимірювальний трикутний водозлив, 4 

заспокоювальні решітки, 6-робочий затвор,7,8-приймальні отвори п

єзометрами,10 - підйомник,11 - клапанний затвор, 12

обочого затвора. 
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голова лотока, 2 -

вимірювальний трикутний водозлив, 4 - тастери, 5-

приймальні отвори п’єзометрів, 

клапанний затвор, 12-бетонне дно, 
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2

1 11 ln( ) ( 3( 1) )
2

Fr sch Fr
ξ

η = + − , 

2

1 1 11 ( 1) ( ( 1) / )
2

Fr sch Fr Fr
ξ

η = + − −
,
 

2 3

1 1 11 ( 1) (9 ( 1) / ( 2) ),
2

Fr sch Fr Fr
ξ

η = + − − +

21
1 1

1

( 1)
1 ( 3( 1) / ),

2

Fr
sch Fr Fr

Fr

ξ
η

−
= + −

2 21
1 1 1 1

3 3 3
1 {1 exp{ 4ln ( ln {1 ln [3 ( ln 2)]})]},

2 2 2 2

Fr
Fr sch Fr Fr sch Frη ξ ξ= + − − + −

де 
1 1/ , /x h h hξ η= = . 

 

Рис.2.6. Порівняння експериментального профілю з теоретичним (2.3) 

На рис.2.6 показано порівняння експериментального дослідження 

відокремленої хвилі та функції (2.2)  при виконанні (2.12). 

Розглянемо, як за допомогою представлень  виду (2.2) отримати 

бризерні розв’язки. Нехай ( , ) ( ( ))u x t x x t u= −ɶ ɶ . Тоді  

( , ) ( ( )) ,xu x t u x x t uη= + −ɶ ɶ  

2( , ) 2 ( ( ))( ) ,xx xu x t u x x t uη η η= + − +ɶ ɶ  

2 3( , ) 3( ) ( ( ))( 3 ) ,xxx x xx xu x t u x x t uη η η ηη η= + + − + +ɶ ɶ  

( , ) '( ) ( ( ))( '( ) / ( ) '( )) ,tu x t x t u x x t t t x t uγ γ η= − + − −ɶ ɶ ɶ ɶ  

utxtttxxutx ))('~)(/)('))((~()('~ ηγγ −−+− +6 )))(~(())(~( utxxuutxx η−+− + 

+ 2 33( ) ( ( ))( 3 )x xx xu x x t uη η η ηη η+ + − + +ɶ =0. 

Нехай  ( , ) ,x x t vt=ɶ  (.) / (.),g gε = ɶ x vt y− = . Тоді рівняння (2.8) може бути 

записане у вигляді: 
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'( ) ( '( ) / ( ) '( ))x t y t t x tγ γ η− + −ɶ ɶ +6 ( )y u y uη+ +
2 33( ) ( 3 )

x xx x
yη η η ηη η+ + + + =0, 

( '( ) / ( ) )v y t t vγ γ η− + − +6 ( )y u y uη+ +
2 33( ) ( 3 )

x xx x
yη η η ηη η+ + + + =0, 

'( )v vyg y− − ɶ +6
( )(1 '( )) g yy yg y eγ −+ ɶ + 

+
2 33( ''( ) ( '( )) ) ( '''( ) 3 '( ) ''( ) ( '( )) )g y g y y g y g y g y g y+ + + +ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ =0. 

При 
2

2, (0) 0, '(0) 0, ''(0) , ( ) 0.01
3

v g g g tγ= = = = =  отримуємо функцію 

(.),g  зображену на рис.2.7.  

 

Рис.2.7. Графік функції (.)g  для випадку бризерного розв’язку 

Бачимо, що функція (.)g  належить потрібному нам класу функцій і 

забезпечує умову локалізації розв’язку, адже при зростанні аргумента вона 

теж швидко зростає і забезпечує малість збурення за межами області 

локалізації. На рис.2.8 представлена функція ( , )u x tɶ  що описує збурення як 

комбінацію солітона та антисолітона, рис.2.9 - значення функції ( , )u x tɶ  при 

фіксованому значенні t . 

Таким чином бачимо, що представлення (2.2) описують  широкий клас  

відокремлених локалізованих збурень , що включає в себе  і відомі солітонні 

розв’язки рівняння КдВ як частковий випадок. Наведені вище приклади та 

співвідношення між параметрами представлень (2.2) показують, що існує 

цілий клас відокремлених солітоноподібних розв’язків рівняння КдВ, які 

характеризуються незмінністю їх форми та швидкості при поширенні.  

Зазначені властивості  підводять до необхідності  врахування наявності таких 

хвиль при вирішенні низки технічних задач (наприклад, при розрахунках руху 
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3−

×

0.01

x

глибоководних апаратів, при плануванні судноплавних маршрутів в регіонах, 

де відповідні хвилі виникають за рахунок течій та специфічної форми дна, при 

проетуванні схилів гребель, опор мостів, водозливів та лотків). 

 

 

 

 

 

 

 

2.2 Метод гауссіанів моделювання одно- та багатосолітонних 

розв’язків рівнянь типу КдВ 

Нехай у представленні (2.2) 2( ( )) ( , )( ( ))g x x t x t x x tϑ− = −ɶ ɶ
 (в даному 

підрозділі для зручності викладок , не зменшуючи загальності поставлених 

завдань, вважатимемо, що ( , ) 1x tϑ = ). В такому випадку збурення являє собою 

гауссіан. Гауссіани широко використовуються у математичній фізиці при 

аналізі хвильових процесів а також у наближених обчисленнях, зокрема у 

вейвлет-перетвореннях.  

Зауважимо, що гауссіан досить точно наближає  відомий солітонний  

розв’язок рівняння КдВ виду: )4(2),( 222 ϕχχχ −−= − txchtxu . Для ілюстрації 

цього факту виберемо, наприклад, значення параметра 224.0=χ  солітонного 

розв’язку та виберемо значення амплітудного параметра гауссіана так, щоб 

хвилі мали однакові амплітуди. Тоді гауссіан запишеться у вигляді: 

Рис.2.8 Поверхня ( , )u x tɶ  Рис.2.9. Графік ( ,1)u xɶ  

( , )u x tɶ

 

( ,1)u xɶ  

x  
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0
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0.1

0.15

eps)

x

0 10 20
0.01−

5− 10
3−

×

0

510
3−

×

0.01

x

24

)04.02( 2

87651003518839.0),(

−−−

=
tx

etxu . (2.15) 

Легко підібрати параметр локалізації так, щоб відповідні функції 

мінімально відхилялись в деякій нормі. На Рис. 2.10 представлені відповідні 

функції та їх різниця 

2( 2 0.04)

2 2 2 242 ( 4 ) 0.10035188398765

x t

ch x t eχ χ χ ϕ
− − −

− − − − .  

Бачимо, що що гауссіан апроксимує солітонний розв’язок рівняння  КдВ з 

точністю до 
3

105
−×  на всій області визначення.  Звичайно, це невисока 

точність з точки зору наближених обчислень, однак слід зауважити, що мова 

йде про одиночне збурення, для якого найважливішою є точка максимуму. А 

саме в області точки максимуму гауссіан та точний солітонний розв’язок 

співпадають. Відповідна похибка виникає лише за рахунок незначного 

відхилення форми збурень у віддаленій області від точки максимуму. Останнє 

зауваження робить можливим використання гауссіанів для дослідження 

солітонів і, особливо, солітон-солітонних взаємодій. 

 

 

 

 

 а)     б)                     в) 

Рис.2.10. Візуалізація гауссіана а), класичного солітона КдВ б) та похибки в) 

Зважаючи на специфіку похибки, можемо запропонувати процедуру її 

мінімізації шляхом додавання відповідних  гауссіанів в точках її максимуму 

чи мінімуму. Так, наприклад, можемо зменшити похибку наближення (2.15), 

вибираючи функцію для наближеного розв’язку у вигляді: 

0 10 20
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0 5 10 15 20
1− 10

3−
×

5− 10
4−

×

0

5 10
4−

×

sol x 50, ( ) hv x
10

3
, 









−

x

2( , ) 0.00735exp( ( 3 6.6) /16)hv x t x t= − − + + 20.008exp( ( 3 6.5) / 17)x t− − − −
2 20.0007exp( ( 3 3.5) / 7) 0.09889exp( ( 3 ) / 20).x t x t− − − + + − −  

Відповідна похибка зображена на рис.2.11. Таким чином, в загальному 

випадку можемо шукати розв’язок рівнянь типу КдВ у вигляді: 

∑=−−−∑=
i

ii
i

uitxxgtxu )))(~(exp(),( δγ  або 

∑=−−−∑=
i

iii
i

uitxxtxu )/))(~(exp(),( 2 εδγ ,  (2.16) 

де δ -деякий параметр, )/))(~(exp()(),( 2 εδγ itxxttxu
ii

−−−= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.2.11. Похибка наближення солітона сумою гауссіанів 

Відповідні параметри гауссіана слід вибирати з умови мінімізації 

похибки. Розглянемо цю процедуру детальніше. Підставляючи 

співвідношення (2.16) в рівняння КдВ  маємо: 

0)()(6)( =∑+∑∑+∑
i

xxxi
i

xi
i

i
i

ti
uuuu .  (2.17) 

Зауважимо, що параметр δ  завжди можна вибрати так, щоб 

виконувалась умова: 

2||,||
1

≥−≤ jiuu
ji

ε ,  (2.18) 

де 
1

ε -малий параметр. Тоді рівняння (2.17) запишеться у вигляді: 
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)()())()()((6)( 111 εouuuuuuuu
i

xxxixiixiixi
i

i
i

ti =++++ ∑∑∑ −+ . 

Знайдемо умову, якій повинен задовольняти параметр δ , щоб 

виконувалась нерівність (2.18). Маємо: )/))(~(exp(),( 2 εδγ itxxtxu ii −−−= , 

2

1 1( , ) exp( ( ( ) ( 1)) / ),i iu x t x x t iγ δ ε+ += − − − +ɶ

2 2

1exp( ( ( ) ) / ( ( ) ( )) / ) / .i i kx x t i x x t i kδ ε δ ε ε γ γ +− − − − − − + ≤ɶ ɶ
  

Введемо функцію )/)(/exp()( 22 εδε kyyyf −−−= .  

Точкою максимуму функції )(yf  є точка 2/δky = , 

))2/()(exp())4/()()4/()(exp()2/( 222 εδεδεδδ kkkkf −=−−= . Звідси маємо 

нерівності: 
kii

k +≤− γγεεδ /))2/()(exp(
1

2
, 

2

1

2 /)/ln(2 k
kii +−≥ γγεεδ , 

2

1

2 /)/ln(2/ k
kii +−≥ γγεεδ . Отже 2

1
/)/ln(2max k

kii
i

+−= γγεεδ . 

Введемо поняття фактичної та відносної областей локалізації солітона. 

Фактичну область локалізації рівня 
1

ε  можемо визначити так: 

1/ 2 1/ 2

1
{ : ( ln( / )) }

f i
D x x ε ε γ= ≤ − . Це поняття випливає з очевидних 

нерівностей: 
1

2 )/exp( εεγ ≥−z , )/ln(/
1

2 γεε ≥− z ,
2/1

1
))/ln(( γεε−≤z . 

Відносна область локалізації (для малих амплітуд) з параметром 
1

ε  

визначимо так: }))ln((:{ 2/1

1
εε−≤= xxD

v
. Це визначення випливає з 

нерівності: 
1

2 /)/exp( εγεγ ≥−z або 
2/1

1
))ln(( εε−≤z . 

Записавши додаткову умову випуклості розв’язку: ( ) 0
''

1
≤+ +ii

uu , 

отримуємо задачу нелінійного програмування:  

max→δ , 

δ≤≤ y0  , 0≥δ , 

.0/)/)(exp()(4

/)/)(exp(2/)/exp(4/)/exp(2

22

1

2

2

1

2222

≤−−−+

+−−−−+−−

+

+

εεδγδ

εεδγεεγεεγ

yy

yyyy

i

iii
 

Таким чином, можемо знайти максимальне значення параметра δ .  
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У випадку, коли εδδ /))(~())(~( 2itxxitxxg −−=−− , відповідні похідні 

мають вигляд:  

εδ /))(~(2
ixi

uitxxu −−−= ; 

;/))(~(4/2 22 εδε
iixxi

uitxxuu −−+−=  

332 /))(~(8/))(~(12 εδεδ
iixxxi

uitxxuitxxu −−−−−= ; 

εδεδγ /)('~))(~(2)/))(~(exp()(' 2

iiti
utxitxxitxxtu −−+−−−= . 

Підставляючи відповідні представлення в КдВ, маємо: 

.0/)/))(~(8/))(~(12))(~(12

)('~))(~(2)(/)('(
23 =−−−−−+−−−

−−−+

εεδεδδ

δγεγ

ii

ii

uitxxitxxuitxx

txitxxtt
 

Зауважимо, що при 0)(~ =−− itxx δ  та малому околі точки  розвязок у  

вигляді (2.2) можливий лише у випадку, коли 0)(' =t
i

γ . 

Отже, будемо знаходити параметри гауссіана з умови мінімуму 

функціоналу виду: 

εγ
εδ

εδεδ

εδεδγ

),(~,

233

2

2

0

min)/)

)(~(8/))(~(12/))(~(12

/)('~))(~(2)/))(~(exp()('(

tx
i

iii

ii

i

dxdtui

txxuitxxuuitxx

utxitxxitxxt

→−

−−−−−+−−−

−−−+−−−∫∫
∞

∞−

∞

 (2.19) 

Введемо нову змінну yitxx =−− δ)(~ .Тоді маємо задачі: 

εγ
εεγεγ

εεγεγγ

),(~,

22332

22

0

min)/2exp()/)(8/)(12

/)/exp()(12/)()('~2)('(

tx
ii

i
ii

i

dydtytyty

ytyttxyt

→−−+

+−−+∫∫
∞

∞−

∞

 

Нехай vttx =)(~ , γγ =)(t
i

. При підстановці в рівняння КдВ отримуємо 

рівність: 

2 2 2 22( 6 exp( ( ) / ) 6 / 4( ) / ) ( ) exp( ( ) / ) / 0v x vt x vt x vt x vtγ ε ε ε γ ε ε− − − + − − − − − =

 

або, з врахуваням заміни, yvtx =−  маємо: 

0/)/exp()/4/6)/exp(6(2 2222 =−−+−− εεγεεεγ yyyyv .
 

Тоді будемо підбирати параметри так, щоб мінімізувати функцію: 
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dyyyyyvv 22222222 /)/2exp()/4/6)/exp(6(4),,( εεγεεεγγε −−+−−∫=Χ
∞

∞−

. 

Звідси 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 3 2 2 2 2 2 2 3 4 4

6 exp( / ) 6 / 4 /

6 exp( / ) 36 exp( 2 / ) 36 exp( / ) /

24 exp( / ) / 6 / 36 exp( / ) / 36 /

24 / 4 / 24 exp( / ) / 24 / 16 /

v v y v vy

y v y y

y y v y

y y v y y y y

γ ε ε ε

γ ε γ ε γ ε ε

γ ε ε ε γ ε ε ε

ε ε γ ε ε ε ε

− − + − −

− − + − − − +

+ − + − − + −

− − + − − + =

 

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 3 4 4

12 exp( / ) 12 / 8 / 36 exp( 2 / )

72 exp( / ) / 48 exp( / ) / 36 / 48 / 16 / ,

v v y v vy y

y y y y y

γ ε ε ε γ ε

γ ε ε γ ε ε ε ε ε

= − − + − + − −

− − + − + − +
 

;/)/2exp(

)/16/48/36/)/exp(48/)/exp(72

)/2exp(36/8/12)/exp(12(4),,(

2222

443222222

222222

dyyy

yyyyy

yvyvyvvv

εεγ

εεεεεγεεγ

εγεεεγγε

−×

×+−+−+−−

−−+−+−−∫=Χ
∞

∞−

  

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 4 2

2 2 2 2 2

2 2 4 2

( , , ) 4 / ( exp( 2 / ) 12 exp( 3 / )

12 / exp( 2 / ) 8 / exp( 2 / )

36 exp( 4 / ) 72 / exp( 3 / )

48 / exp( 3 / ) 36 /

v v y y dy v y y dy

v y y dy v y y dy

y y dy y y dy

y y dy y

ε γ γ ε ε γ ε

ε ε ε ε

γ ε γ ε ε

γ ε ε ε

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

Χ = − − − +

+ − − − +

+ − − − +

+ − +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ 2 2

3 4 2 4 6 2

exp( 2 / )

48 / exp( 2 / ) 16 / exp( 2 / ) ).

y dy

y y dy y y dy

ε

ε ε ε ε
∞ ∞

−∞ −∞

− −

− − + −∫ ∫  

З врахуванням значень наступних інтегралів 

2 2 2 2exp( 2 / ) 2 / exp( 2 / ) ( 2 / )
2 2

y y dy y y d y
ε ε

ε ε ε ε
∞ ∞

−∞ −∞

− = − =∫ ∫  

2 2exp( ) ( ) ,
2 2 4 2

s s d s
ε ε πε ε∞

−∞

= − ==∫  

,
36

)exp()(
33

)/3()/3exp()/3(
33

)/3exp(

22

2222

πεεεε

εεε
εε

ε

==∫ −=

=∫ −=∫ −

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

dsss

ydyydyyy
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,
216

3
)exp()(

24
)/2exp(

2

24

2

24 πεεεε
ε =∫ −=∫ −

∞

∞−

∞

∞−

dsssdyyy  

,
16

)()exp(
8

)/2()/4exp(/4
8

)/4exp(

22

2222

εεπεε

εεε
εε

ε

==∫ −=

=∫ −=∫ −

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

sdss

ydyydyyy

 

,
336

3
)exp()(

39
)/3exp(

2

24

2

24 πεεεε
ε =∫ −=∫ −

∞

∞−

∞

∞−

dsssdyyy  

,
264

15
)exp()(

28
)/2exp(

3

26

3

26 εεπεε
ε =∫ −=∫ −

∞

∞−

∞

∞−

dsssdyyy  

отримуємо остаточний вираз для функції ),,( γε vΧ : 

2 2 2

2
2 2

2
2 2

( , , ) 4 / ( 12
4 2 6 3

3
12 / 8 / 36

164 2 16 2

3
72 / 48 / 36 /

6 3 36 3 4 2

v v v

v v

π ε ε ε ε π
ε γ γ ε γ

π ε ε ε ε π πε ε
ε ε γ

ε ε π ε ε π πε ε
γ ε γ ε ε

Χ = − +

+ − + −

− + + −

2 3
3 43 15

48 / 16 / )
16 2 64 2

ε ε π πε ε
ε ε− + =

2 2 2 23
4 / ( 2 3 9

44 2 3 2 2 2
v v v v

πε ε ε ε π π ε ε π πε ε
γ ε γ γ= − + − + −  

2 2
2

2 2 3

3 3 15
12 4 9 3 )

3 3 3 2 2 4 2

2 3 9 8 15
4 ( ).

44 2 3 2 2 3 4 2

v v v

ε π ε π π ε ε π π ε
γ γ

ε ε ε
γ γ γ

γ ε π
εε ε ε ε ε

− + + − + =

= − + + − +
 

(2.20) 

Зауважимо, що функція (2.20) дозволить отримувати співвідношення 

між основними параметрами солітона v , γ , ε . Очевидно, що нас цікавитимуть 

співвідношення між парами параметрів, зокрема, амплітудою та швидкістю, 

областю локалізації та амплітудою при фіксованому третьому параметрі.  

 Приклади відповідних поверхонь при конкретних значеннях парметрів  
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0 1 2 3
0

0.2

0.4

0.6

X 0.4 vi1, ( )

vi1

зображені на рис.2.12: при 0.4γ =  поверхня  зображена на рис.2.12. a), при 

6.74ε =   – на рис.2.12. б), при 0.195v =  – на рис.2.14.  

Аналізуючи відповідні поверхні, знаходимо залежність між двома 

параметрами при фіксованому третьому з врахуванням мінімуму відповідного 

функціоналу. Наприклад, залежність між швидкістю та амплітудою солітона 

при фіксованому значенні параметра локалізації має вигляд: 

.0
22

3

3

2

24

2
2

=+−
εε

γ
ε

v
 

 

 

 

 

 

 

                

Рис.2.12. Поверхні  : а) ( , ,0.199)vεΧ б) (6.74, , )v γΧ  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.2.13. Графік функції (6.74, ,0.4)vΧ  

 

а) 

б) 
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Лінійний характер залежності добре корелюється з точними розв’язками 

рівняння КдВ. Аналіз залежності амплітуди та швидкості показує, що хвилі з 

більшою амплітудою мають більшу швидкість.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Розглянутий вище підхід можемо застосувати і у випадку 

багатосолітонних розв’язків. Будемо знаходити розв’язок рівняння  КдВ у 

вигляді: 
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Підставляючи в рівняння КдВ маємо: 
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(2.21) 

Зауважимо, що в такому випадку амплітуда не є константою. Далі 

будемо знаходити амплітудні коефіцієнти обох хвиль, при цьому швидкісні та  

локалізаційні параметри вважатимемо заданими. 

З рівняння (2.21) випливає:

  

Рис.2.14. Поверхня ( ,0.195, )ε γΧ  
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Отже, будемо мінімізувати функціонал: 
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вважаючи, що параметри )(
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tγ , )('
1

tγ , )(
2

tγ , )('
2

tγ  є константами для деяких 

дискретних значень часу. Записавши відповідні похідні, отримуємо систему 

рівнянь виду: 

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 1 1 1

2( '( )exp( / ) 2 ( )exp( / ) / '( )exp( / )

2 ( )exp( / ) / 12( ( )exp( / )

a

a

t f f v t f t f

f v t f t f

γ ε γ ε ε γ ε

γ ε ε γ ε
−

− + − + − +

+ − − − +

∫
 



90 

 

 

 

2 2

2 2 2 1 1 1 1 1

2 2 3 3 2

2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1

2 3 3 2 2

2 2 2 2 2 2 2 1 1

( ) exp( / ))( ( ) exp( / ) /

( ) exp( / ) / ) (12 / 8 / ) ( ) exp( / )

(12 / 8 / ) ( ) exp( / ))(exp( / )) 0,

t f f t f

f t f f f t f

f f t f f dx

γ ε γ ε ε

γ ε ε ε ε γ ε

ε ε γ ε ε

+ − − +

+ − + − − +

+ − − − =
 

,0))/))(exp(/exp()()/8/12(

)/exp()()/8/12(

)/)/exp()(/)/exp()())(/exp()(

)/exp()((12/)/exp()(2

)/exp()('/)/exp()(2)/exp()('(2

2

2

22

2

22

3

2

3

2

2

22

1

2

11

3

1

3

1

2

11

22

2

22211

2

1112

2

22

1

2

1122

2

2222

2

2

2211

2

11111

2

11

=−−−+

+−−+

+−+−−+

+−−−+

+−+−+−∫
−

dxfftff

ftff

ftfftfft

ftftvf

ftftvfft
a

a

εεγεε

εγεε

εεγεεγεγ

εγεεγ

εγεεγεγ

 

,0)/)/exp())/exp()()/exp()((12

)/)/exp()(/)/exp()((

)/exp(12)/exp()/8/12(

/)/exp(2))(/exp()()/8

/12()/exp()()/8/12(

)/)/exp()(/)/exp()())(/exp()(

)/exp()((12/)/exp()(2

)/exp()('/)/exp()(2)/exp()('(2

11

2

112

2

221

2

11

22

2

22211

2

111

1

2

11

2

1

3

1

3

1

2

11

11

2

1112

2

22

3

2

3

2

2

221

2

11

3

1

3

1

2

11

22

2

22211

2

1112

2

22

1

2

1122

2

2222

2

2

2211

2

11111

2

11

=−−+−−

−−+−×

×−−−−+

+−−−

−+−−+

+−+−−+

+−−−+

+−+−+−∫
−

dxffftft

ftfftf

ffff

fvfftf

fftff

ftfftfft

ftftvf

ftftvfft
a

a

εεεγεγ

εεγεεγ

εεεε

εεεγε

εεγεε

εεγεεγεγ

εγεεγ

εγεεγεγ

 

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 22( '( )exp( / ) 2 ( )exp( / ) / '( )exp( / )

a

a

t f f v t f t fγ ε γ ε ε γ ε
−

− + − + − +∫

 

2 2

2 2 2 2 2 2 1 1 1

2 2 2

2 2 2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

2 ( )exp( / ) / 12( ( )exp( / )

( )exp( / ))( ( )exp( / ) / ( )exp( / ) / )

f v t f t f

t f f t f f t f

γ ε ε γ ε

γ ε γ ε ε γ ε ε

+ − − − +

+ − − + − +

 

2 3 3 2 2 3 3

1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

(12 / 8 / ) ( )exp( / ) (12 / 8 / )

( )exp( / ))(2 exp( / ) /

f f t f f f

t f f v f

ε ε γ ε ε ε

γ ε ε ε

+ − − + − ×

× − − +

 

2 3 3 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1(12 / 8 / )exp( / ) 12exp( / )( ( )exp( / ) /f f f f f t fε ε ε ε γ ε ε+ − − − − − +  

2 2

2 2 2 2 2 1 1 1

2 2

2 2 2 2 2 2 2

( )exp( / ) / ) 12( ( )exp( / )

( )exp( / )) exp( / ) / ) 0.

f t f t f

t f f f dx

γ ε ε γ ε

γ ε ε ε

+ − − − +

+ − − =
 

Вибираючи початкові параметри 
1 0.19517v = ,

1 6.7413ε = ,
1 0.193γ = , 

2 0.37314v = ,
2 28.401ε = ,

2 0.1γ = , отримуємо графіки функцій 
1( )tγ ,

2 ( )tγ ,  

зображені на рис.2.15 відповідно та суму цих функцій, зображену на рис.2.16. 
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Рис.2.15. Графіки функцій:   
1 1( )tγ γ=   a),  

2 2 ( )tγ γ=  б) 

 

Рис.2.16. Графік функції 
1 2( ) ( )t tγ γ+  

Як відомо, для класичного солітонного розв’язку рівняння КдВ 

швидкість дорівнює подвійній амплітуді. 
ii

tv γ2)( = . Тому можемо аналогічно 

розглянути деяке узагальнення, коли )()( tctv
iii

γ= .  

2.3  Метод моделювання багатосолітонних взаємодій на основі Т-

представлень 

Розглянутий вище підхід до знаходження амплітудних характеристик  

відокремлених хвиль дозволяє знайти їх лише наближено. Однак ідея 

виокремлення саме амплітудних функцій без врахування профілю хвиль 

привела до методу, який дозволить знаходити точно відповідні амплітудні 

функції та буде розглянутий в даному параграфі.  

Нехай 2,1),/))(~(exp(),( =−−= itxxgtxu
iiiii

εγ  – розв’язки рівняння КдВ. 

Очевидно, що  функція ),(),( 21 txutxu +  не є розв’язком рівняння КдВ в силу 
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його нелінійності. Тому розглянемо наступне узагальнення. Нехай параметри, 

що визначають амплітуди, є функціями часу, )(tii γγ =  , 

),(),(),( 21 txutxutxu += . Введемо деякі ефективні радіуси локалізації 

солітонів: }|)(~|, |),(:|min{ 11

1 RtxxtxuRR >−<= δδ , 

}|)(~|, |),(:|min{ 22
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Позначимо відповідно }|)(~:|{)( 1

1

1

δδ RtxxxtG <−= , }|)(~:|{)( 2

2

2

δδ RtxxxtG <−= . 

Очевидно, що функція ),( txu  задовольнятиме рівняння КдВ в області 

}{ 212121

δδδδδδ GGGGGG ∩∪∩∪∩  з точністю )(δO , якщо ),( txu i
 є точними 

розв’язками рівняння КдВ.  

Нехай виконується умова: constt ii == γγ )( при 21

12 )(~)(~
δδ RRtxtx +>− . 

Підставивши суму ),(),( 21 txutxu + в рівняння КдВ ,отримуємо: 

,0))((6)()( 21212121 =++++++
xxxxxxxxtt uuuuuuuu
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де )(~)(~)( 12 txtxtd −= .  Звідси:
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(2.24) 

Записавши очевидні початкові умови 2211 )0(,)0( γγγγ == , отримуємо 

задачу Коші відносно невідомих амплітудних функцій функцій )(tiγ , яку 

можемо розв’язати при відомих швидкостях руху хвиль )('~
1 tx , )('~

2 tx  . Таким 

чином, знаходимо наближені розв’язки рівняння КдВ у деякому околі 

множини: )}(~)(~:),{( 211 txxtxxtx =∨==Ω  (точні розв’язки в деякому 

граничному їх розумінні). 

Нехай, наприклад, )()('~ tctx iii γ= , 2,1,2 == ici
. Випадок, коли 2=ic  , 

відповідає відомому солітонному розв’язку рівняння КдВ , для якого модуль 

швидкості рівний подвійній амплітуді. Тоді з (2.24) отримуємо систему: 

)(2)('~
11 ttx γ= , 

)(2)('~
22 ttx γ= , 
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2

2 2 2 2 2 2 2 2

3 3

2 2 2 2 2 1 1

2 2

exp( ( ( )) / ) / ) ( '''( ( )) / 3 '( ( )) ''( ( )) /

( '( ( ))) / ) ( )exp( ( ( )) / )) / (1 exp( ( ( )) /

( ( )) / ).

g d t g d t g d t g d t
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 (2.25) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис.2.17. Ілюстрація часового розподілу амплітуд  

1γ  (суцільна лінія) та 

2γ (пунктир) 

t   
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Нехай 
1 2 1 2 1 20.3, 0.1, 6, 6 / 1.1, 0.15, 0.05.v v ε ε γ γ= = = = = =  Функції 

амплітуд для цього випадку зображені на рис.2.17.  

Поведінка солітоноподібних хвиль в області взаємодії представлена на 

рис.2.18.  

На рис. 2.21 представлено траєкторії солітоноподібних хвиль , на 

рис.2.22 представлено графічну ілюстрацію розв’язків (2.25) для випадку, коли 

функції 
21

, gg  визначаються співвідношенням (2.14)  .   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.2.18. Процес взаємодії хвиль у різні моменти часу: а) t=0, б) t=70 в) t=100  

г) t=150 

 

а) 

в) 
г) 

б) 
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Розглянемо ще приклад взаємодії антисолітонів  за наступних 

початкових умов:  

10 20 1 2 1 2 1 220, 0, 0.7, 10, 19.22, 11.22, 0.2, 0.4x x v v ε ε γ γ= = = − = = = = − = − . 

Відповідні траєкторії зображені на рис.2.21, поверхня взаємодії-рис.2.22.
 

 

 

 

 

 

 

 

  

Рис. 2.20. Взаємодія солітонів 

Рис.2.19. Амплітуди хвиль за умови (2.14) 
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x   

x   t 

u   



97 

 

 

 

 
 

 

Рис.2.21. Траєкторії антисолітонів 

 

Рис.2.22. Ілюстрація взаємодії антисолітонів в часі 

Аналіз поверхні на рис. 2.22 показує, що при взаємодії хвиль типу 

антисолітонів спостерігається явище виникнення додатнього збурення. 
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Очевидно, що запропонований розв’язок у формі ),(),( 21 txutxu +  є 

наближеним і рівняння КдВ перетворюється у рівність лише на множині 
1Ω . 

Для подальшого уточнення розв’язку ),( txu  розглянемо  функції виду:  

)/))(~(exp()(),( 111

1

1

1

1 εαγ −−−= txxgttxu ,  

)/))(~(exp()(),( 122

1

2

1

2 εβγ −−−= txxgttxu  , де βα , -деякі параметри, та 

підставляємо їх суму в рівняння КдВ (для спрощення запису верхні індекси 

амплітудних функцій будемо опускати). 

Використовуючи підхід, аналогічний розглянутому вище, при 

α+= )(~
1 txx  β+= )(~

2 txx отримуємо систему:  

1 1 1 2 2 2 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
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iiii xgttxu εγ −=  , ).(~)(~)(
121

txtxtd −+= β  

Звідси  

1 2 2 1 1 1 1 2 2 2

2 2 2 1 1 1 2 2 2

'( ) exp( ( ) / )( '( ) '( ) ( , ) / '( ( )) '( ) ( )

exp( ( ( )) / ) / 6( ( )exp( ( ) / ) ( )exp( ( ( )) / ))

t g g x t u t g d t x t t

g d t t g t g d t

γ β ε α α ε γ

ε ε γ α ε γ ε

= − − + − ×

× − − + − + − − ×

ɶ ɶ ɶ

 



99 

 

 

 

1 1 1 2 2 2 1 1

2 3 3

1 1 1 1 1 1 2 2

( '( ) ( , ) / '( ( )) ( ( ), ) / ) ( '''( ) /

3 '( ) ''( ) / ( '( )) / ) ( , ) ( '''( ( )) /

g u t g d t u d t t g

g g g u t g d t

α α ε ε α ε

α α ε α ε α ε

× − − − − + − +

+ − + − − +

ɶ ɶ

ɶ

 

−+−+−

−+−+−−×

×−−+−+

++−+

+−−−−−−+

2

111111112

3

2

3

2

2

22222221111

1112221111

222211111111

222

3

2

3

2

2

222

/))((''))(('3/))(('''(),(~))/))('(

/)('')('3/)('''(()/),(~)(')/)/))((exp(

)())(('))((/)(exp()()/))((exp()((6

/),(~)('~)('/)/))((exp()()('~))(('(

))/))((exp()()/)))(('(/))((''))(('3

εεβεβ

εββεβεββεε

γεβγεγ
εββεεγ

εγεε

tdgtdgtdgtug

gggtugtdg

ttdggttdgt

tutxgtdgttxtdg

tdgttdgtdgtdg

),/))((/))((exp()/)(/)(/(exp(

/))/))((exp())/)),((~)/)))(('(

212112211

22111

3

1

3

11

εεεβεα

εεε

tdgtdggg

tdgttdutdg

−−−−−−

−−−

 

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2

'( ) exp( ( ) / )( '( ( )) '( ) ( )exp( ( ( )) / ) /

'( ) '( ) / 6( ( )exp( ( ( )) / ) ( )exp( ( ) / ))

(( '( ( )) ( )exp( ( ( )) / ) / ) '( ) / ) (( '''( )

t g g d t x t t g d t

g x t u t g d t t g

g d t t g d t g u g

γ α ε γ ε ε

β ε γ ε γ β ε

γ ε ε β ε β

= − − − +

+ + − + − ×

× − − − + −

ɶ

ɶ

2/ ε +

 

2 3 3

2 2 2 2 2 1 1 1

2 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 '( ) ''( ) / ( '( )) / )) ( '''( ( )) /

3 '( ( )) ''( ( )) / ( '( ( ))) / ) ( )exp( ( ( )) / ))

g g g u g d t

g d t g d t g d t t g d t

β β ε β ε ε

ε ε γ ε

+ − + − +

+ − − +
 

)./))((/))((exp(

)/)(/)(/(exp())/))((exp(

)()/)))(('(/))((''))(('3

/))(('''()/))('(/)('')('3

/)('''()/))(('/)('))(/))(

(exp()()/)(exp()((6/)/))((exp(

)()('~))(('/)('~)(')(/))((exp(

21211

221122

2

3

2

3

2

2

222

221

3

1

3

1

2

111

112221112

22111222

222111111

εε

εβεαε

γεε

εεαεαα

εαεεαε

γεαγεε

γεαε

tdgtdg

ggtdg

ttdgtdgtdg

tdguggg

gutdgugtd

gtgttdg

ttxtdgutxgtdg

−−−−

−−−−−×

×−−−−+

+−−+−+

+−+−−−−

−+−+−−×

×−+−+

 (2.26) 

Записавши очевидні початкові умови: )/)(exp()0( 11

0

11 εαγγ g−= , 

)/)(exp()0( 22

0

22 εβγγ g−= , отримуємо нову серію задач Коші, на основі 

розв’язків яких будуватимемо точний розв’язок рівняння КдВ на множинах 

})(~,)(~:),{( 21, βαβα +=+==Ω txxtxxtx .  

Аналогічно можемо розглядати різні закони руху. Нехай, наприклад,  

0)()(~
iiii xttctx += γ , )()(')('~ tcttctx iiiii γγ += .  
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Рис. 2.23. Взаємодія солітонів у випадку спеціального закону руху 

Для цього закону руху будуємо аналогічні задачі Коші для амплітудних 

функцій та їх уточнення. Відповідні розв’язки наведені на Рис.2.23. Легко 

показати, що при умовах, які визначають клас G , у вигляді (2.4) може бути 

представлений будь-який розв’язок рівняння (2.3), який  має характер хвилі 

незмінної форми. Це твердження справедливе для будь-якого 

диференціального рівняння, що має розв’язки, які є  відокремленими хвилями.  

  

2.4 Висновки 

Таким чином, в цьому розділі  запропоновано метод моделювання 

процесів поширення одновимірних локалізованих збурень, що грунтується на 

основі Т-представлень . Відповідний підхід, на відміну від відомих методів, 

має в певному розумінні універсальний характер. Адже форма розв’язку, що 

пропонується, дозволяє описати хвилю  будь-якого профілю. Метод є значно 

простішим від відомих підходів, зокрема методу оберненої задачі розсіювання 

з точки зору апарату, який застосовується. Адже у порівнянні з методом 

оберненої задачі розсіювання,  наприклад, немає необхідності розв'язувати 

обернену задачу по відновленню потенціалу рівняння Шредингера за даними 

x 

u   

t 
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розсіювання з використанням інтегрального рівняння Гельфанда-Левітана-

Марченко [223], яку, очевидно, не завжди вдається розв’язати.  

На основі Т-представлень отримано нові класи солітоноподібних 

розв’язків, зокрема, для рівняння Кортевега - де Вріза. Показано, що 

класичний розв’язок рівняння КдВ є частковим випадком отриманих 

узагальнень.  

Отримано наближені розв’язки рівнянь типу КдВ на основі гауссіанів, що 

є частковим випадком Т-представлень. Відповідний підхід допускає 

поширення на багатосолітонний випадок та забезпечує можливість 

знаходження амплітуд солітоноподібних хвиль. 

Для дослідження взаємодії солітонів запропоновано новий метод, що є 

вдосконаленням методу гауссіанів. Відповідний підхід дозволяє побудувати 

систему задач Коші для амплітуд солітонів, що взаємодіють. При цьому є 

можливість вибору відповідних початкових умов та  апроксимації 

розрахункової області (побудові відповідної криволінійної сітки) та 

знаходження розв’язку у багатосолітонному випадку з заданою точністю. 

Відповідний підхід можна використати для аналізу багатосолітонних 

взаємодій для широких класів моделей, що описуються більш складними 

диференціальними рівняннями та їх системами. 
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РОЗДІЛ 3 МОДЕЛЮВАННЯ ТРАЄКТОРІЙ СОЛІТОНОПОДІБНИХ 
ЗБУРЕНЬ У СЕРЕДОВИЩАХ, ХВИЛЬОВІ ПРОЦЕСИ В ЯКИХ 

ОПИСУЮТЬСЯ РІВНЯННЯМИ ТИПУ МІЛКОЇ ВОДИ 
В даному розділі розглядатимемо задачу моделювання двовимірних 

локалізованих солітоноподібних збурень у середовищах, що описуються 

рівняннями типу мілкої води. При цьому розглядаються локалізовані хвилі у 

гравітуючих газових дисках а також відокремлені кругові хвилі при 

наближенні мілкої води для випадку довільних поверхонь дна.  

Для рівнянь газової динаміки, на відміну від низки інших праць, 

зокрема [281], де збурені розв’язки знаходились у вигляді спіральних хвиль та 

аналізувались відповідні дисперсійні співвідношення за класичною схемою, 

тут розглядатимемо збурення, які мають характер тонких δ -солітонів. 

Доведено низку тверджень, які доводять існування локалізованих збурень для 

гравітуючих газових дисків а також запропоновано методику знаходження 

траєкторій відповідних збурень для деяких випадків поверхневої густини при 

різних початкових значеннях швидкостей. Показано, що такі хвилі можуть 

відігравати суттєву роль у механізмах виникнення гідродинамічної 

нестійкості [281] та інших випадках. 

Для моделі мілкої води запропоновано метод моделювання процесів 

поширення локалізованих кругових хвиль типу цунамі та дослідження їх 

взаємодії. 

 

3.1 Моделювання кругових відокремлених хвиль за допомогою Т-

представлень 

3.1.1 Загальний випадок 

Під цунамі розуміють кругову хвилю, що розповсюджується в океані 

від центра її утворення на великі відстані. В океані висота такої хвилі 

відносно невелика, однак при накочуванні на берег висота цунамі зростає і 

вона спричиняє значні руйнування. 



103 

      

 

Будемо розглядати систему рівнянь мілкої води за умов відсутності 

в’язкості та компонент зовнішньої сили: 

( )( ) 1
0,r r

huhu huh

t r r r

ϕ

ϕ

∂∂∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
 (3.1) 

2

,r r r
r

u uu u u h b
u g g

t r r r r r

ϕ ϕ

ϕ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + − = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂  (3.2) 

1
.

r

r

u u u u u u g h b
u g

t r r r r r

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  (3.3) 

 У випадку відсутності азимутальної компоненти швидкості  0uϕ = . 

Тоді з (3.1)-(3.3) отримуємо систему: 

( )
0,r rhu huh

t r r

∂∂
+ + =

∂ ∂
 (3.4) 

,r r
r

u u h b
u g g

t r r r

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂ ∂  (3.5) 

,
h b

ϕ ϕ
∂ ∂

= −
∂ ∂

 (3.6) 

або 

0,
h hu h u

u h
t r r r

∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂  (3.7) 

0 0 ,
u u h b

u g g
t r r r

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂ ∂
 (3.8) 

.
h b

ϕ ϕ
∂ ∂

= −
∂ ∂  

(3.9) 

Нехай форма профілю визначається співвідношенням: 

( ( , ))
( , , ) ( , )exp{ } ,h gl

g r r t
h r t t c

ϕ
ϕ γ ϕ

ε
−

= − +
ɶ

 (3.10) 

де ( , )h tγ ϕ , ( , )r tϕɶ  -деякі функції, ,
gl

cε - константи. 

Співвідношення (3.10) описує кругову одиночну хвилю незмінного в 

часі профілю, що поширюється від деякого центра. Зауважимо, що у вигляді 
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x

(3.10) можна представити будь-яке додатнє збурення, будь-яке від’ємне 

збурення типу антисолітона а також комбінацію типу “солітон-антисолітон”. 

Розглянемо, наприклад, функцію виду (її графік зображено на Рис.3.1. а)):  

ln(1.001 cos( )),4.7 11,
( )

0 в противному випадку.

x x
g x

− + ≤ ≤
= 

  

Відповідна функція ( ,0)h r  зображена на Рис. 3.1. б). Бачимо, що 

профіль хвилі являє собою збурення типу “солітон-антисолітон”. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

З врахуванням (3.10) маємо: 

'( ( , )) ( ( , )) '( ( , ))
( , )exp{ } ( )h gl

h g r r t g r r t g r r t
t h c

r

ϕ ϕ ϕ
γ ϕ

ε ε ε
∂ − − −

= − − = − −
∂

ɶ ɶ ɶ
, 

22

2

''( ( , )) '( ( , ))
( ) ( )gl gl

h g r r t g r r t
h c h c

r

ϕ ϕ
ε ε

∂ − − = − − + − ∂  

ɶ ɶ

, (3.11)
 

( ( , ))
'( , )exp{ }h

h g r r t
t

t

ϕ
γ ϕ

ε
∂ −

= − +
∂

ɶ

( ( , )) '( ( , ))
( , )exp{ } '( , )h

g r r t g r r t
t r t

ϕ ϕ
γ ϕ ϕ

ε ε
− −

− =
ɶ ɶ

ɶ  

'( ( , ))
'( , )( ) / ( , ) ( ) '( , ) ,h gl h gl

g r r t
t h c t h c r t

ϕ
γ ϕ γ ϕ ϕ

ε
−

= − + −
ɶ

ɶ

 

( , ) ( ( , )) ( ( , ))
exp{ } ( , )exp{ }h

h

th g r r t g r r t
t

γ ϕ ϕ ϕ
γ ϕ

ϕ ϕ ε ε
∂∂ − −

= − + − ×
∂ ∂

ɶ ɶ

 

Рис.3.1
 
Графіки функцій а) ( ),g x

    
б) ( ,0)h r  

а) б) 

( ,0)h r

 

r  
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( , )'( ( , )) ( , ) '( ( , )) ( , )
/ ( , ) .h

h

tg r r t r t g r r t r t
h t h

γ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
γ ϕ

ε ϕ ϕ ε ϕ
∂− ∂ − ∂

× = +
∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ ɶ
 

Підставляючи (3.11)  в систему (3.7)-(3.9), отримуємо: 

'( ( ))
'( , )( ) / ( , ) ( ) '( , )

'( ( , ))
( ) 0,

h gl h gl

gl

g r r t hu
t h c t h c r t

r

g r r t u
u h c h

r

γ ϕ γ ϕ ϕ
ε

ϕ
ε

−
− + − + −

− ∂
− − + =

∂

ɶ
ɶ

ɶ
 (3.12) 

0 0

'( ( , ))
( ) ,gl

u u g r r t b
u g h c g

t r r

ϕ
ε

∂ ∂ − ∂
+ − − = −

∂ ∂ ∂

ɶ

 

( , ) '( ( , )) ( , )
/ ( , ) .h

h

t g r r t r t b
h t h

γ ϕ ϕ ϕ
γ ϕ

ϕ ε ϕ ϕ
∂ − ∂ ∂

+ = −
∂ ∂ ∂

ɶ ɶ
 

Звідси: 

'( , ) '( ( , )) '( ( , )) 1
'( , ) ( ),

( , )

gl gl glh

h

h c h c h ctu g r r t g r r t
r t u

r t h h h r

γ ϕ ϕ ϕ
ϕ

γ ϕ ε ε

− − −∂ − −
= − − + −

∂

ɶ ɶ
ɶ   

0 0

'( ( , ))
( ) ,gl

u g r r t u b
g h c u g

t r r

ϕ
ε

∂ − ∂ ∂
= − − −

∂ ∂ ∂

ɶ

 (3.13) 

( , ) '( ( , )) ( , )
/ ( , ) .h

h

t g r r t r t b
h t h

γ ϕ ϕ ϕ
γ ϕ

ϕ ε ϕ ϕ
∂ − ∂ ∂

+ = −
∂ ∂ ∂

ɶ ɶ

 

Зауважимо, що друге рівняння системи  (3.13) є лінійним по u . В такому 

випадку можемо записати загальний розв’язок у вигляді: 

'( ( , )) 1

'( ( , )) 1

'( ( , ))

( , , ) ( ( , )

'( , ) '( ( , ))
( '( , ) ) )

( , )

1
( ( , )

gl

gl

gl

h cg r r t
dr

h r

h cg r r t
dr

gl glh h r

h

h cg r r t
dr

h

u r t e C t

h c h ct g r r t
r t e dr

t h h

e C t
r

ϕ
ε

ϕ
ε

ϕ
ε

ϕ ϕ

γ ϕ ϕ
ϕ

γ ϕ ε

ϕ

−−
−

−−
− −

−−

∫= −

− −− ∫− + =

∫= −

∫

ɶ

ɶ

ɶ

ɶ
ɶ

 

'( ( , ))
'( , ) '( ( , ))

( '( , ) ) ).
( , )

glh cg r r t
dr

gl glh h

h

h c h ct g r r t
r t e rdr

t h h

ϕ
εγ ϕ ϕ

ϕ
γ ϕ ε

−−
−− −− ∫− +∫

ɶ

ɶ
ɶ
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Враховуючи співвідношення 

( ( , ))
'( ( , ))

ln( ( ) ),

g r r t
gl

gl

h cg r r t
dr t e c

h

ϕ
εϕ

γ
ε

−
−−−

= − +∫
ɶ

ɶ

 

отримуємо вираз для функції збурення: 

( ( , ))

( ( , ))

1
( , , ) ( ( , ) '( , )

( ( , ) )

'( ( , ))
'( , ) ( ) ).

g r r t

hg r r t

gl

gl

u r t C t t e rdr

r t e c

g r r t
r t h c rdr

ϕ
ε

ϕ
ε

ϕ ϕ γ ϕ
γ ϕ

ϕ
ϕ

ε

−
−

−
−

= − −

+

−
− −

∫

∫

ɶ

ɶ

ɶ
ɶ

 

З врахуванням співвідношень  

( ( , ))
'( ( , ))

( ) ( , ) ,

g r r t

gl

g r r t
h c dr t e

ϕ
εϕ

γ ϕ
ε

−
−−

− = −∫
ɶ

ɶ
 

( ( , ))

( ( , )) ( ( , ))

'( ( , ))
( ) ( , )

( , ) ( , ) ,

g r r t

gl

g r r t g r r t

g r r t
h c rdr t rde

r t e t e dr

ϕ
ε

ϕ ϕ
ε ε

ϕ
γ ϕ

ε

γ ϕ γ ϕ

−
−

− −
− −

−
− = − =

= − +

∫ ∫

∫

ɶ

ɶ ɶ

ɶ

 

( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))

,

g r r t g r r t g r r t

e rdr r e dr e drdr

ϕ ϕ ϕ
ε ε ε

− − −
− − −

= −∫ ∫ ∫ ∫
ɶ ɶ ɶ

 
отримуємо: 

( ( , ))

( ( , ))

( ( , )) ( ( , ))

1
( , , ) ( ( , ) '( , )

( ( , ) )

'( ( , )) 1
'( , ) ( ) ) ( ( , ) ( '( , )

'( , ) ( , )) '( , )

'(

g r r t

hg r r t

gl

gl

g r r t g r r t

u r t C t t e rdr

r t e c

g r r t
r t h c rdr C t t r

rh

r t t e dr t e drdr

r

ϕ
ε

ϕ
ε

ϕ ϕ
ε ε

ϕ ϕ γ ϕ
γ ϕ

ϕ
ϕ ϕ γ ϕ

ε

ϕ γ ϕ γ ϕ

−
−

−
−

− −
− −

= − −

+

−
− − = − +

+ + +

+

∫

∫

∫ ∫ ∫

ɶ

ɶ

ɶ ɶ

ɶ
ɶ

ɶ

ɶ

( ( , ))

, ) ( , ) )

g r r t

t r t e

ϕ
εϕ γ ϕ

−
−

ɶ

 (3.14) 

або  
( ( , )) ( ( , ))

1
( , ) ( ( , ) ( , ) ( , ) )).

g r r t g r r t
d d

u r t C t r t e dr t e drdr
rh dt dt

ϕ ϕ
ε εϕ γ ϕ γ ϕ

− −
− −

= − +∫ ∫ ∫
ɶ ɶ

 

Тоді 

2

'( ( , ))
'( , )( ) / ( , ) ( ) '( , )

( ( , ) ( '( , )
h gl h gl

h

g r r t
t h c t h c r t

u
C t t r

t rh

ϕ
γ ϕ γ ϕ ϕ

ε ϕ γ ϕ

−
− + −∂

= − − +
∂

ɶ
ɶ

 



107 

      

 

( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))

'( , ) ( , )) '( , ) '( , ) ( , ) )

g r r t g r r t g r r t

h
r t t e dr t e drdr r t r t e

ϕ ϕ ϕ
ε ε εϕ γ ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ

− − −
− − −

+ + + +∫ ∫ ∫
ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

( ( , ))
1

( '( , ) ( ''( , ) ''( , ) ( , ) '( , ) '( , ))

g r r t

h
C t t r r t t r t t e dr

rh

ϕ
εϕ γ ϕ ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ

−
−

+ − + + +∫
ɶ

ɶ ɶ

( ( , )) ( ( , ))

2

( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))

2

( '( , ) '( , ) ' ( , ) ( , )) ''( , )

'( , ) '( , ) ''( , ) ( , ) ' ( , ) ( , ))

g r r t g r r t

h h

g r r t g r r t g r r t

h

t r t r r t t e t e drdr

t r t e dr r t r t e r t t e

ϕ ϕ
ε ε

ϕ ϕ ϕ
ε ε ε

γ ϕ ϕ ϕ γ ϕ γ ϕ

γ ϕ ϕ ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ
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− −
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∫ ∫
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ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ
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ɶ ɶ ɶ
 

( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))

( ( , )) ( ( , ))

2

''( , ) '( , ) '( , ) ''( , ) ( , )

'( ( , ))
'( , ) '( , ) ' ( , ) ( , ) ),
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h h
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ϕ ϕ ϕ
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ε ε

γ ϕ γ ϕ ϕ ϕ γ ϕ
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ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ

ε
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− −
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−
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ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ
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2

( ( , ))

2

2

1
[( '( , ) ( ''( , ) ''( , ) ( , ) 2 '( , ) '( , ))

2 '( , ) '( , ) ( ) / ( , )

' ( , )( ) ''( , ) ''( , ) ( )

'(
' ( , )

g r r t

h

h gl

g r r t
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u
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ϕ
ε
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γ ϕ ϕ γ ϕ

ϕ γ ϕ ϕ

ϕ

−
−

−
−

∂
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∂
+ − +

+ − + + − +

−
+

∫

∫ ∫

ɶ

ɶ

ɶ ɶ

ɶ

ɶ ɶ
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( ( , )) ( ( , ))
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'( ( , ))
'( , ) ( ))( '( , )( ) / ( , ) ( ) '( , ) )].

g r r t g r r t

h h
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ε

− −
− −

− − + + +

−
+ − − + −
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ɶ ɶ

ɶ

ɶ
ɶ ɶ

Підставляючи останні співвідношення у друге рівняння (3.13), отримуємо:

  
(

( ( , ))

( ( ))

2

2

1
'( , ) ( ''( , ) ''( , ) ( , ) 2 '( , ) '( , ))

2 '( , ) '( , ) ( ) / ( , ) ' ( , )( ) ''( , )

'( ( , ))
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h
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ϕ
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ɶ
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2
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ɶ ɶ

ɶ
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( ( , ))

0

'( ( , )) 1
( ) ( ( , ) ( '( , ) '( , ) ( , ))
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h
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−
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ɶ ɶ

ɶ

ɶ

ɶ
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h
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ϕ
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ϕ
ε

ϕ
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−
−

−
−
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ɶ

ɶ

ɶ
ɶ

ɶ

( ( , )) ( ( , ))

( ( , ))

2

0

'( , ) '( , )

'( , ) ( , ) ) .

g r r t g r r t

h h

g r r t

t e drdr t r e dr

b
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r

ϕ ϕ
ε ε

ϕ
ε

γ ϕ γ ϕ

ϕ γ ϕ

− −
− −

−
−

+ − +

∂
+ −

∂
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ɶ ɶ

ɶ

ɶ  (3.15) 

При цьому останнє рівняння системи (3.13) запишеться у вигляді:

( , ) ( ( , ))
exp{ }

( ( , )) '( ( , )) ( , )
( , )exp{ } .

h

h

t g r r t

g r r t g r r t r t b
t

γ ϕ ϕ
ϕ ε

ϕ ϕ ϕ
γ ϕ

ε ε ϕ ϕ

∂ −
− +

∂

− − ∂ ∂
+ − = −

∂ ∂

ɶ

ɶ ɶ ɶ  

Отримали співвідношення, які дозволяють аналізувати поверхню дна та  

профіль хвилі.  

Нехай 

( ( , ))

( ( , ))

g r r t

e drdr r r t

ϕ
ε ψ ϕ

−
−

= −∫∫
ɶ

ɶ ,

( ( , ))

'( ( , ))

g r r t

e dr r r t

ϕ
ε ψ ϕ

−
−

= −∫
ɶ

ɶ . 

Зауважимо, що рівняння (3.15) може не мати розв’язків у випадку 

заданої функції b  для довільних значень ,r t  . Для аналізу цього факту досить 
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розглянути вирази, що містять множники виду 
2

1 1
,

r r
. Остання обставина 

говорить про те, що профіль хвилі в часі змінюватиметься.  

У випадку змінного профілю хвилі можемо описати його у вигляді: 

( , ( , ))
( , , ) ( , )exp{ } ,h gl

g t r r t
h r t t c

ϕ
ϕ γ ϕ

ε
−

= − +
ɶ

 (3.16) 

де (.), (.), (.),h r gγ ɶ
 
-деякі функції, , glcε

 
- константи, ( , )g t s  - диференційовна 

функція, що  має властивості: 

 

( ,0) 0, ( , ) 0, ( ,0) 0, ( ,0) 0,

( , ) 0, 0, ( , ) 0, 0,

g t g t s g t g t
t s

g t s s g t s s
s s

∂ ∂
= ≥ = =

∂ ∂
∂ ∂

< < > >
∂ ∂

  

0 : lim ( , ) , 0 : lim ( , ) .
s a s b

a g t s b g t s
→ + → −

∃ < = +∞ ∃ > = +∞  

Провівши розрахунки, аналогічні до проведених вище, отримаємо вираз 

для швидкості та функції профілю: 

( , ( , ))( , ( , ))
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або  

( , ( , )) ( , ( , ))
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( , , ) ( ( , ) ( , ) ( , ) )).

g t r r t g t r r t

h h

d d
u r t C t r t e dr t e drdr
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ε εϕ ϕ γ ϕ γ ϕ

− −
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= − +∫ ∫ ∫
ɶ ɶ

Аналог рівняння (3.15) матиме вигляд:
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ɶ
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ϕ ϕ
ϕ

ε ε

−
−

−
−

− + + + + ×

∂ ∂
− −

∂ ∂× − + +

∫

∫

ɶ

ɶ

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ

( , ( , ))

( , ( , ))

''( , )

( , ( , )) ( , ( , ))

'( , ) ( '( , ) )

g t r r t

h

g t r r t

h

t e drdr

g t r r t g t r r t
t st e r t drdr

ϕ
ε

ϕ
ε

γ ϕ

ϕ ϕ
γ ϕ ϕ

ε ε

−
−

−
−

+ +

∂ ∂
− −

∂ ∂+ − + +

∫ ∫

∫ ∫

ɶ

ɶ ɶ ɶ

ɶ

( , ( , )) ( , ( , ))

''( , ) ( , ) '( , ) '( , )

g t r r t g t r r t

r t r t e r t r t e

ϕ ϕ
ε εϕ γ ϕ ϕ γ ϕ

− −
− −

+ + +
ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , ))

'( , ) ( , ) ( '( , ) ))

g t r r t g t r r t g t r r t
t sr t r t e r t

ϕ
ε

ϕ ϕ
ϕ γ ϕ ϕ

ε ε

−
−

∂ ∂
− −

∂ ∂+ − + =
ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ
 

( , ( , ))
1

( ( , ) ( ) ( '( , )
gl h

g t r r t
tC t h c r dr t r

rh

ϕ
ϕ γ ϕ

ε

∂
−

∂= − + − − +∫
ɶ

( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , ))

'( , ) ( , )) '( , ) '( , ) ( , ) )

( , ( , ))

( '( , )
( , )

g t r r t g t r r t g t r r t

h

gl gl

h

h

r t t e dr t e drdr r t r t e

g t r r th c h ct t
h h t

ϕ ϕ ϕ
ε ε εϕ γ ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ

ϕ
γ ϕ

ε γ ϕ

− − −
− − −

+ + + ×

∂
−− −∂× − −

∫ ∫ ∫
ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ

( , ( , )) ( , ( , ))
1 1

'( , ) ( ) ( ( , )
gl gl

g t r r t g t r r th c h cs sr t C t
h h r rh

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ε ε

∂ ∂
− −− −∂ ∂− + − +
ɶ ɶ

ɶ

 

( , ( , ))( , ( , ))

( ) ( '( , ) '( , ) ( , ))

g t r r t

gl h

g t r r t
th c r dr t r r t t e dr

ϕ
ε

ϕ
γ ϕ ϕ γ ϕ

ε

−
−

∂
−

∂+ − − + +∫ ∫
ɶɶ

ɶ
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( , ( , )) ( , ( , ))

0 0

'( , ) '( , ) ( , ) ))

( , ( , ))

( ) .

g t r r t g t r r t

h

gl

t e drdr r t r t e

g t r r t
bsg h c g
r

ϕ ϕ
ε εγ ϕ ϕ γ ϕ

ϕ

ε

− −
− −

+ + +

∂
− ∂∂+ − −

∂

∫ ∫
ɶ ɶ

ɶ

ɶ

 

Отримали досить складне інтегро-диференціальне рівняння. Тому 

надалі не розв’язуватимемо його а застосуємо наступний наближений метод.  

Нехай маємо початкову умову:  

0
0 0

( ( , ))
( , , ) ( , )exp{ } ,h gl

g r r t
h r t t c

ϕ
ϕ γ ϕ

ε
−

= − +
ɶ

 

де g -задана функція. 

Будемо знаходити розв’язок системи у формі (3.10). Зауважимо, що рівняння 

(3.15) має місце при ( , )r r tϕ α= +ɶ . При такій умові воно матиме вигляд: 

(

)2 2

1
'( , ) ( ''( , ) ''( , ) ( , ) 2 '( , ) '( , )) '( )

2 '( , ) '( , ) ( ) / ( , )

'( )
' ( , )( ) ''( , ) ( ) ''( , ) ( ) ' ( , ) ( )

gl

gl gl gl

C t t r r t t r t t
rh

t r t r h c t

g
r t h c t r t r h c r t r h c

ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ ψ α

γ ϕ ϕ γ ϕ

α
ϕ γ ϕ ψ α ϕ ϕ

ε

− + + +

+ − +

+ − + + − + − −

ɶ ɶ

ɶ

ɶ ɶ ɶ

 

( )

2

( , ) ( '( , ) '( , ) ( , )) '( ) '( , ) ( ) '( , ) ( )

( )'( )
( '( , ) / ( ) '( , ) )

gl

gl

C t t r r t t t r t r h c

h cg
t t r t

rh

ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ ψ α γ ϕ ψ α ϕ

α
γ ϕ γ ϕ

ε

− − + + + − ×

−
× + =

ɶ ɶ

ɶ

 

0

( )

'( ) 1
( ) ( ( , ) ( '( , ) '( , ) ( , )) '( ) '( , ) ( )

'( , ) 1
'( , ) ( , ) ) ( ( , ) ( '( , ) '( , ) ( , )) '( )

( , )

'( , ) ( )

gl

g
gl

g
g h c C t t r r t t t

rh

h ct
r t r t e C t t r r t t

t h rh

t

α
ε

α
ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ ψ α γ ϕ ψ α

ε
γ ϕ

ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ ψ α
γ ϕ

γ ϕ ψ α

−

= − + − + + +

−
+ + − + +

+ +

ɶ

ɶ ɶ

( )

2 2

'( ) 1
'( , ) ( , ) ) '( , ) ( ( , ) ( '( , )

'( , ) ( , )) '( )

g
glh cg

r t r t e r t C t t r
h r h

r t t

α
ε α

ϕ γ ϕ ϕ ϕ γ ϕ
ε

ϕ γ ϕ ψ α

− −
+ − − +

+ +

ɶ ɶ

ɶ
 

( )

2

3 3

( )

2

0

'( ) 1
'( , ) ( ) '( , ) ( , ) ) ( ( , ) ( '( , )

'( , ) ( , )) '( ) '( , ) ( ) '( , ) ( , ) ) .

g
gl

g

h cg
t r t r t e C t t r

h r h

b
r t t t r t r t e g

r

α
ε

α
ε

α
γ ϕ ψ α ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ

ε

ϕ γ ϕ ψ α γ ϕ ψ α ϕ γ ϕ

−

−

−
+ + + − +

∂
+ + + −

∂

ɶ

ɶ ɶ

(3.17)
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Зауважимо, що останнє рівняння містить функції (.)γ , (.)C та (.)rɶ . При 

цьому повинні виконуватись певні початкові умови, які залежать від 

характеру початкових збурень. Нехай 0 0( , ) ( , )ht tγ ϕ γ ϕ= . Будемо вибирати 

функцію ( , )C tϕ  так, щоб функція швидкості (3.14) була рівна 0. Тоді 

матимемо співвідношення :  

( )

( , ) ( '( , ) ( , ) '( , ) ( , )) '( , ) '( , ) ( )

'( , ) ( , ) ( , ) 0.

g

C t t r t r t t t

r t r t t e

α
ε

ϕ γ ϕ ϕ ϕ γ ϕ ψ ϕ α γ ϕ ψ α

ϕ ϕ γ ϕ
−

− + + +

+ =

ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

Звідси 

( ) ( ) ( )

2

'( , ) ( ''( , ) ( , ) 2 '( , ) '( , ) ''( , ) ( , )) '( ) ''( , ) ( )

''( , ) ( , ) ( , ) ' ( , ) ( , ) '( , ) ( , ) '( , ) 0.

g g g

C t t r t t r t r t t t

r t r t t e r t t e r t r t t e

α α α
ε ε ε

ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ ϕ ϕ γ ϕ ψ α γ ϕ ψ α

ϕ ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ ϕ ϕ γ ϕ
− − −

− + + + +

+ + + =

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

 

При таких умовах рівняння (3.17) матиме вигляд: 

( )
( ) ( )

2

( )

( )

0 0

1 '( )
'( , ) '( , ) ' ( , ) ( , )

( ( , ) )

'( )
( , ) .

g g

g

gl

g

g
r t t e r t t e

t e c

g b
g t e g

r

α α
ε ε

α
ε

α
ε

α
ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ

ε
γ ϕ

α
γ ϕ

ε

− −

−

−

+ =

+

∂
= −

∂

ɶ ɶ

 

Нехай ( )r t vt=ɶ . Тоді отримуємо систему: 

( )
( ) ( ) ( )

2

0( )

0

1 '( ) '( )
'( , ) ( , ) ( , )

( ( , ) )

,

g g g

g

gl

g g
v t e v t e g t e

t e c

b
g

r

α α α
ε ε ε

α
ε

α α
γ ϕ γ ϕ γ ϕ

ε ε
γ ϕ

− − −

−
+ = −

+

∂
−

∂
( , ) ( )

exp{ } .h
t g bγ ϕ α

ϕ ε ϕ
∂ ∂

− = −
∂ ∂

 

Отримали рівняння для знаходження функції ( , )tγ ϕ . При кожному 

значенні параметра α  отримуватимемо інші значення відповідних функцій 

при певних початкових умовах. Змінюючи параметр α , покриватимемо 

область {( , ) : [0, ), [0, )}r t r tΩ = ∈ +∞ ∈ +∞  кривими {( , ) : ( , )}r t r r tα ϕΩ = = ɶ , де 

існує точний розв’язок відповідної системи рівнянь.  
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Зауважимо, що розглянутий вище метод фактично враховує змінний в 

часі профіль хвилі. При цьому швидкість рідини в точці максимуму збурення 

є нульовою. У випадку, коли на функцію швидкості (3.14) накладаються інші 

початкові умови, можна отримати інші класи розв’язків.  

  

3.1.2 Деякі часткові випадки.  

Будемо розглядати випадок симетричної хвилі та поверхні дна. 

Очевидно, нас цікавитиме випадок, коли зміна дна в часі не дублює профіль 

хвилі. Для розгляду такого випадку будемо аналізувати ті доданки у 

співвідношенні (3.15), які не містять множників виду 
2

1 1
,

r r
.  Тоді з (3.15) 

отримуємо співвідношення: 

(

)

( ( ))

2

1
''( ) 2 '( ) '( )( ) / ( )

'( ( ))
''( )( ) ' ( ) ( )

g r r t

h h gl

gl gl

t e dr t r t h c t
h

g r r t
r t h c r t h c

εγ γ γ

ε

−
−

− + − +

−
+ − + − −

∫
ɶ

ɶ

ɶ
ɶ ɶ

 

( )
( ( ))

2

( )'( ( ))
2 '( ) '( )( ) ( '( ) / ( ) '( ) )

g r r t
gl

h gl h h

h cg r r t
t e dr r t h c t t r t

h
εγ γ γ

ε

−
− −−

− − + − + =∫
ɶ

ɶ
ɶ ɶ

 

0

'( ( ))
( )gl

g r r t
g h c

ε
−

= − −
ɶ

 ( ( )) ( ( ))

2

02

1 '( ( ))
( '( ) '( ) ( ) ) .

g r r t g r r t
gl

h

h cg r r t b
t e dr r t t e g

h h r
ε εγ γ

ε

− −
− − −− ∂

− − + −
∂∫

ɶ ɶ

ɶ
ɶ  

Розглянемо випадок, коли поверхня дна є константою. Тоді повинна 

виконуватись умова: 

(
( ( ))

1
''( ) 2 '( ) '( )( ) / ( )

g r r t

h h glt e dr t r t h c t
h

εγ γ γ
−

−
− + − +∫

ɶ

ɶ

)2 '( ( ))
''( )( ) ' ( ) ( )gl gl

g r r t
r t h c r t h c

ε
−

+ − + − −
ɶ

ɶ ɶ
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( )
( ( ))

2

0

( ( )) ( ( ))

2

2

( )'( ( ))
2 '( ) '( )( ) ( '( ) / ( ) '( ) )

'( ( ))
( )

1 '( ( ))
( '( ) '( ) ( ) ) .

g r r t
gl

h gl h h

gl

g r r t g r r t
gl

h

h cg r r t
t e dr r t h c t t r t

h

g r r t
g h c

h cg r r t
t e dr r t t e

h h

ε

ε ε

γ γ γ
ε

ε

γ γ
ε

−
−

− −
− −

−−
− − + − + =

−
= − −

−−
− − +

∫

∫

ɶ

ɶ ɶ

ɶ
ɶ ɶ

ɶ

ɶ
ɶ

Нехай ( )t constγ γ= = . Тоді з останнього рівняння отримуємо: 

2

2

02

'( ( )) '( ( ))
''( ) ' ( ) .

glcg r r t g r r t
r t r t g h

hε ε
− −

+ =
ɶ ɶ

ɶ ɶ

  

Нехай 0
gl

c = . Тоді останнє рівняння запишеться у вигляді:  

( ( ))

0

'( ( ))
''( ) / ( ) .

g r r t
g r r t

r t e gε γ
ε

− −
=

ɶ

ɶ
ɶ  Звідси  

0

( ( ))

(ln( / ) ln( ( ))) 2

0 0

2

0

/ ( / | / 2 |),

| / 2 | / .

g r r t

g R C r r t
h e e R g g R r Rt

r Rt g R

γεγ γ γ

γ

−
− − − − += = = − −

− <

ɶ

ɶ

 

      Нехай ( ) , ( )h t const r t vtγ = =ɶ  . Тоді функція швидкості (3.14) матиме 

вигляд: 

( ) ( )

( )

1
( , ) ( ( ) ).

( )

g r vt g r vt

g r vt

gl

u r t C t vr e v e dr

r e c

ε ε

ε

γ γ
γ

− −
− −

−
−

= + −

+
∫

 

Рівняння (3.15) запишеться у вигляді: 

( )

2

( ) ( )

2

'( )
( )

'( ) '( )
( 1 / )

( ) ( )

g r vt

gl

g r vt g r vt

gl gl

g r vt
C t v eh cg r vt C t

r v
h

r e c r e c

ε

ε ε

γ
ε

ε
γ γ

−
−

− −
− −

−
−−

+ + − −

+ +
 

( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2

( ) ( )

2 2

'( ) '( )

( ) ( )

g r vt g r vt g r vt

g r vt g r vt

gl gl

g r vt g r vt
v e v e dr e

e c r e c

ε ε ε

ε ε

γ γ
ε ε

γ γ

− − −
− − −

− −
− −

− −

− + =

+ +

∫

( )

0 ( )

'( ) 1
( ) ( ( ( )

( )

g r vt

gl g r vt

gl

g r vt
g h c C t vr e

r e c

ε

ε

γ
ε

γ

−
−

−
−

−
= − + + −

+
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( )

( )

'( ) 1
)) ( ( ( )

( )

g r vt
gl

g r vt

gl

h cg r vt
v e dr v C t

h
r e c

ε

ε

γ
ε

γ

−
−

−
−

−−
− − +

+
∫  

( ) ( )

2

0

'( ) 1
)) ( )) .

g r vt g r vt
glh cg r vt b

vr e v e dr g
h r r

ε εγ γ
ε

− −
− − −− ∂

+ − − −
∂∫  (3.18) 

Аналізуючи в (3.18) доданки , що не містять множників  
2

1 1
,

r r
, для  

випадку ( ) 0C t =  отримуємо:  

22

0 02

'( ( ))
( ) ( ) .

gl

gl

cv g r r t b
g h c g

h h rε
− ∂

− − = −
∂

ɶ

 

Нехай 
0 2

1 1b
g C F G

r r r

∂
− = + +

∂
. Тоді з (3.18) отримуємо рівняння для 

функції, що визначає профіль хвилі: 

3

2 3 3 32
0

0 02 3

'( ( ))
.

( )( )
( )( ) ( 1)( )

gl gl gl gl

gl gl

g r r t C C Ch

c c g c h h cv
g h c g h c

h h h

ε
−

= = =
− −

− − − −

ɶ

 

Проводячи заміну методу біжучої хвилі, отримуємо загальний розв’язок у 

вигляді: 

3

0

3 2
.

2( )

gl

gl gl

cg
e x D

C c e c

ψ
ψγ

γ
−

−+ = +
+

 

Розглянемо випадок, коли в (3.18) рівний 0 коефіцієнт, що містить 

множник 1 / r  . Тоді отримуємо: 

( ) ( )

2 2
( )

2 2

( ) ( )

2

'( )

1

( ) ( )

g r vt g r vt

g r vt
gl

g r vt g r vt

gl gl

g r vt
v e dr eh c

v v e dr
hr

r e c r e c

ε ε

ε

ε ε

γ
ε γ

γ γ

− −
− −

−
−

− −
− −

−
−

+ = − ×

+ +

∫
∫

 

( ) ( ) ( )
22 2 2 2

( ) ( )

2 2

2'( ) '( )
.

( ) ( )

g r vt g r vt g r vt

gl gl

g r vt g r vt

gl gl

v e e drh c h cg r vt g r vt v e

h h
r e c r e c

ε ε ε

ε ε

γ γ
ε ε

γ γ

− − −− − −

− −
− −

− −− −
× + +

+ +

∫

 

Звідси  
( ) ( )

2 '( )
2 .

g r vt g r vt

gl gl gl

g r vt
e c c e dr cε εγ γ

ε

− −
− − −

+ = − ∫   

Позначимо 
( )

( )
g u

e du uε ψ
−

=∫ . Тоді матимемо рівняння:  
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0 2 4 6 8 10
1

1.05

1.1

h1r( )

r

2' ( ) / (2 ( )) '( ) / (2 ( )) ''( ).
gl

u u c u u uψ ψ ψ γψ ψ+ =
 

Розглядаючи, наприклад, початкові умови (0) 0.7, '(0) 1ψ ψ= =  та 

00.1, 1.1,gl glc v c gγ = − = = , отримуємо розв’язок відповідної задачі Коші. 

Профіль хвилі зображений на рис.3.2. Для випадку ( )C t const=  з (3.18) 

отримуємо: 

( ) ( ) ( )

2

( )

'( ) '( )
( 1) ( ) 2

'( )
2 .

g r vt g r vt g r vt

gl gl gl gl

g r vt

g r vt g r vt
v e c vc C v e c v e dr c

g r vt
Ce

ε ε ε

ε

γ γ γ
ε ε

γ
ε

− − −
− − −

−
−

− −
+ − + + + =

−
= −

∫

 

 

        

 

 

 

 

 

Рис.3.2. а) поверхня ( , )h r t ,б) графік функції ( , 2)h r  

Звідси, позначивши 
( )

( )
g u

e du uε ψ
−

=∫ , отримуємо рівняння: 

2 2' ( ) '( ) ''( )(2 '( ) 2 ( ) ( 1)( '( ) )).
gl gl gl gl

v u c vc u u C u v c u C v u cγψ ψ ψ γ ψ γ ψ γψ+ = + − + +
 

При цьому отримали умову для функції дна:

( ) ( )

22

0 0 ( )2

2 2

2'( ( ))
( ) ( )

( )

g r vt g r vt

gl

gl g r vt

gl

v e v e drcb v g r r t
g g h c

r h h
r e c

ε ε

ε

γ γ

ε
γ

− −
− −

−
−

∂ −
= − − − −

∂
+

∫ɶ

 

а) 

б) 

t 
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h 
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Рис.3.3 а) графік функції  ( )g u , випадок 0.3γ = , б) профіль хвилі при 0.3γ =  

в) випадок 0.8γ = , г) випадок 0.82γ = , д) профіль хвилі при 0.82γ =  е) 

випадок 0.89γ = . 

а) 
б) 

в) 
г) 

д) 
е) 
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.

 

( )

2

( )

2 2

( ) '( ) 1
( ).

( )

g r vt

gl

g r vt

gl

v e dr h cg r vt

h r
r e c

ε

ε

γ

ε
γ

−
−

−
−

−−
− −

+

∫

 
На рис.3.3 зображені графіки функцій ( )g u  при 01.1,gl glc v c g= = , 

(0) 0.7, '(0) 1ψ ψ= = , на рис.3.4– поверхня, що описує профіль відповідної 

хвилі в часі.

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис.3.4 Поверхня ( , )h r t  при 0.3γ = . 

3.1.3 Випадки спеціальних представлень функції швидкості 

Розглянемо окремі випадки розв’язків, коли профіль хвилі не 

змінюється. Нехай функція швидкості має вигляд: 

0'( ) / '( )r t g h r t u− =ɶ ɶ .  (3.19) 

Відповідне представлення для швидкості можна отримати, 

продиференціювавши перше рівняння системи (3.11) по t , друге – по r  та 

використавши умову рівності змішаних похідних. Звідси: 

0 2

'( ) ''( )

''( ) ,
( '( ))

h
r t hr t

u tr t g
t r t

∂
−∂ ∂= −

∂

ɶ ɶ

ɶ
ɶ  (3.20) 

r 

t 

h 
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0 / '( ).
u h

g r t
r r

∂ ∂
= −

∂ ∂
ɶ

 

Тоді з співвідношення (3.20) отримуємо: 

2 2 2

02 2
.

u u u b
u g

r t r r r

∂ ∂ ∂ ∂ = + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (3.21) 

 Підставляючи (3.21) в систему (3.7) отримуємо: 

0 0 2

'( ( ))
'( )( ) / ( ) ( ) '( )

''( )
''( )

'( ) ( '( ))

h gl h gl

g r r t
t h c t h c r t

hr t
r t g g

r t r t

γ γ
ε
−

− + −
− + =

ɶ
ɶ

ɶ
ɶ

ɶ ɶ
 

0 0 0

0

'( ( )) '( ( ))
( ) ( '( ) / '( )) ( ) / '( )

,

gl gl

g r r t g r r t
g h c r t g h r t g h c r t

b
g

r

ε ε
− −

= − − − − −

∂
−

∂

ɶ ɶ
ɶ ɶ ɶ

  

0

0

'( ) '( ) / '( )'( ( ))
2 ( ) / '( ) ,

( )

glh

gl

h

h ct r t g h r tg r r t
g h c r t

t h r

γ
ε γ

− −−
− = − −

ɶ ɶɶ
ɶ

  

Нехай 0
'( ) / '( )r t g h r t

r

−ɶ ɶ

 
–мале значення. Тоді 

0

'( )'( ( )) 1
2 / '( )

( )

h

h

tg r r t
g r t

t h

γ
ε γ
−

= −
ɶ

ɶ . 

Нехай 
2

'( )

( )

h

h

t
C

t

γ
γ

= , '( )r t v=ɶ .Тоді  
( ( ))

0

'( ( ))

2

g r r t
g r r t Cv

e
g

ε

ε

−−
= −

ɶ

ɶ
, 0

gl
c = . Отримали  

просте рівняння для знаходження функції ()g . Тоді рівняння для функції дна 

матиме вигляд:    

'( ( ))
'( )( ) / ( ) ( )

h gl h gl

g r r t
t h c t h c v

b

r v

γ γ
ε
−

− + −∂
= +

∂

ɶ

 

0

'( ( )) '( ( ))
( ) ( / ) ( ) / .gl gl

g r r t g r r t
h c v g h v h c v

ε ε
− −

+ − − − −
ɶ ɶ

 

3.1.4 Випадок залежності амплітуди від просторової змінної 

Нехай 

( ( ))
( , , , ) ( )exp{ } .h gl

g r r t
h r t r cφ ε γ

ε
−

= − +
ɶ

 (3.22) 

Тоді 
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( ( )) '( ( )) ( ( ))
'( ) exp{ } ( )exp{ }

'( ( ))
'( )( ) / ( ) ( ),

h h

h gl h gl

h g r r t g r r t g r r t
r r

r

g r r t
r h c r h c

γ γ
ε ε ε

γ γ
ε

∂ − − −
= − − − =

∂
−

= − − −

ɶ ɶ ɶ

ɶ
 (3.23) 

( ( )) '( ( )) '( ( ))
( ) exp{ } '( ) ( ) '( ) .

h gl

h g r r t g r r t g r r t
r r t h c r t

t
γ

ε ε ε
∂ − − −

= − = −
∂

ɶ ɶ ɶ
ɶ ɶ   

З врахуванням (3.23) система (3.7) запишеться у вигляді:  

'( ( )) '( ( ))
'( ) ( '( ) / ( ) ),

gl gl

h h

h c h cu g r r t u g r r t
r t u r r

r h r h
γ γ

ε ε

− −∂ − −
= − − − −

∂

ɶ ɶ
ɶ  (3.24) 

0 0

'( ( ))
( '( ) / ( ) ) .h h

u u g r r t b
u g r r h g

t r r
γ γ

ε
∂ ∂ − ∂

= − − − −
∂ ∂ ∂

ɶ

 

Звідси 

1 '( ( ))
( '( )/ ( ) )

1 '( ( ))
( '( )/ ( ) )

( , ) ( ( )

'( ( ))
'( ) )

gl
h h

gl
h h

h cg r r t
r r dr

r h

h cg r r t
r r drgl r h

u r t e C t

h c g r r t
r t e dr

h

γ γ
ε

γ γ
ε

ε

−−
− − −

−−
− − − −

∫= −

− − ∫− =∫

ɶ

ɶ

ɶ
ɶ

 

'( ( )) '( ( ))
( '( )/ ( ) ) ( '( )/ ( ) )1 '( ( ))

( ( ) '( ) ).
gl gl

h h h h

h c h cg r r t g r r t
r r dr r r drglh h

h c g r r t
e C t r t re dr

r h

γ γ γ γ
ε ε

ε

− −− −
− − −− −∫ ∫= − ∫

ɶ ɶ

ɶ
ɶ

Нехай 

0'( ) / '( ).u r t g h r t= −ɶ ɶ  (3.25) 

Звідси     0 2

'( ) ''( )

''( )
' ( )

h
r t hr t

u tr t g
t r t

∂
−∂ ∂= −

∂

ɶ ɶ

ɶ
ɶ

, 0 / '( ).
u h

g r t
r r

∂ ∂
= −

∂ ∂
ɶ

 

Підставляємо останні співвідношення в систему (3.24): 

0
0

0

'( ) / '( )'( ( ))
/ '( ) '( )

'( ( ))
( '( ) / '( ))( '( ) / ( ) ),

h h

r t g h r th g r r t
g r t r t

r r

g r r t
r t g h r t r r

ε

γ γ
ε

−∂ −
− = − − −

∂
−

− − −

ɶ ɶɶ
ɶ ɶ

ɶ
ɶ ɶ

 (3.26) 

0 0 0 02

'( ) ''( )
'( ( ))

''( ) / '( ) ( '( ) / ( ) ) .
' ( )

h h

h
r t hr t

h g r r t btr t g ug r t g r r h g
r t r r

γ γ
ε

∂
− ∂ − ∂∂− = − − −

∂ ∂

ɶ ɶ
ɶ

ɶ ɶ
ɶ

Звідси 
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2

0 0 02

'( ( ))
( '( ) ) '( ) ''( )

''( ) (1 / ' ( )) ( '( ) / ( )
' ( )

h h

g r r t
hr t r t hr t

r t g g h r t g r h r
r t

ε γ γ

−
−

− = − −

ɶ
ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ
ɶ

0

0

0

'( ( )) '( ( ))
( '( ) / ( ) ) / '( ) '( )

'( ) / '( ) '( ( ))
( '( ) / '( ))( '( ) / ( ) ),

h h

h h

g r r t g r r t
g r h r h r t r t

r t g h r t g r r t
r t g h r t r r

r

γ γ
ε ε

γ γ
ε

− −
− − = − −

− −
− − − −

ɶ ɶ
ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ
ɶ ɶ

 (3.27) 

0 0

'( ( )) '( ( ))
) ( '( ) / ( ) ) ,

h h

g r r t g r r t b
h g r r h g

r
γ γ

ε ε
− − ∂

− − − −
∂

ɶ ɶ

 

0
0

0

'( ) / '( )'( ( )) '( ( ))
( '( ) / ( ) ) / '( ) '( )

'( ( ))
( '( ) / '( ))( '( ) / ( ) ),

h h

h h

r t g h r tg r r t g r r t
g r h r h r t r t

r

g r r t
r t g h r t r r

γ γ
ε ε

γ γ
ε

−− −
− − = − − −

−
− − −

ɶ ɶɶ ɶ
ɶ ɶ

ɶ
ɶ ɶ

 

0

0 0

'( ) / '( )'( ( ))
2 ( '( ) / ( )) / '( ) 2 / '( )

'( ) '( ) / ( ),

h h

h h

r t g h r tg r r t
g r h r r t g h r t

r

r t r r

γ γ
ε

γ γ

−−
− + = − −

−

ɶ ɶɶ
ɶ ɶ

ɶ

 

0 0

'( ( ))
2 '( ) / ( ( ) / '( )) 2 / '( ) '( ) '( ) / ( ),h h h h

g r r t
g r h r r t g h r t r t r rγ γ γ γ

ε
−

− + = −
ɶ

ɶ ɶ ɶ

( ( )) ( ( ))

2 2

0 0

'( ( ))
2 '( ) / ( ( ) '( )) 2 / '( ) '( ) '( ) / ( ).

g r r t g r r t

h h h h

g r r t
g r e r r t g e r t r t r rε εγ γ γ γ

ε

− −
− −−

− + = −
ɶ ɶ

ɶ
ɶ ɶ ɶ

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.3.5 Профіль кругової хвилі 

h 
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Нехай 2'( ) / ( ) .h hr r Cγ γ =  Тоді з останнього співвідношення: 

( ( )) ( ( ))

0 0

'( ( ))
2 / 2 / '( ) .

g r r t g r r t
g r r t

g Ce v g e v r t Cε ε

ε

− −
− −−

− + = −
ɶ ɶ

ɶ
ɶ  

Отримали рівняння для  функції ()g .
 

3.1.5  Комбінація типу “солітон-антисолітон” 

Нехай 

( ( ))
( , , , ) ( )exp{ }.h

g r r t
h r t tϕ ε γ

ε
−

= −
ɶ

 (3.28) 

Звідси: 

'( ( )) ( ( )) '( ( ))
( )exp{ }h

h g r r t g r r t g r r t
t h

r
γ

ε ε ε
∂ − − −

= − − = −
∂

ɶ ɶ ɶ
, (3.29) 

22

2

''( ( )) '( ( ))
,

h g r r t g r r t
h h

r ε ε
∂ − − = − +  ∂  

ɶ ɶ

 (3.30)
 

'( ( ))
'( ) / ( ) '( ) .h h

h g r r t
t h t hr t

t
γ γ

ε
∂ −

= +
∂

ɶ
ɶ

 

Введемо функцію виду: 

( ( ))
( , , , ) ( )( ( ) ( ))exp{ } ( , , , )( ( ) ( ))

( , , , ) ( , ) ,

h gl

gl gl

g r r t
h r t t r r t t c h r t r r t t

c h r t r t c

φ ε γ φ ε
ε

φ ε δ

−
= − − ∆ − + = − − ∆ +

+ = +

ɶ
ɶ ɶ ɶ

 де ( , ) ( ) ( ).r t r r t tδ = − − ∆ɶ  Тоді 

,
h h

h
r r

δ
∂ ∂

= +
∂ ∂

ɶ

,
h h

h
r r r

δ
δ

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

ɶ

( '( ) '( )),
h h

h r t t
t t

δ
∂ ∂

= − + ∆
∂ ∂

ɶ

ɶ
h h

h
t t t

δ
δ

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

ɶ

. 

Підставляючи відповідні представлення в (3.7), отримуємо:

 

'( ( ))
( '( ) / ( ) '( ) )

'( ( ))
( ) ,

h h

gl gl

gl

u g r r t h h
t t r t

r h c t h c

u g r r t h
u

r r h c

δ δ
γ γ

ε δ δ

δ
δ

ε δ

∂ − ∂
= − + − −

∂ + ∂ +

− ∂
− − − +

∂ +

ɶ
ɶ

ɶ

 

(3.31) 



123 

      

 

0 0 0

'( ( ))
.

u u g r r t b
u g h g h g

t r r r

δ
δ

ε
∂ ∂ − ∂ ∂

= − + − −
∂ ∂ ∂ ∂

ɶ

 (3.32) 

Нехай 

0
'( ) ( ) / '( )

gl
u r t g h c r t= − +ɶ ɶ . 

 (3.33) 

Тоді 

0 2

'( ) ( ) ''( )

''( )
' ( )

gl

h
r t h c r t

u tr t g
t r t

∂
− +∂ ∂= −

∂

ɶ ɶ

ɶ
ɶ

, (3.34) 

0 / '( ).
u h

g r t
r r

∂ ∂
= −

∂ ∂
ɶ

 (3.35) 

Враховуючи (3.34),(3.35) з (3.31) отримуємо: 

0

0

'( ( ))
/ '( ) ( '( ) / ( ) '( ) )

'( ( ))
( '( ) ( ) / '( ))( ) .

h h

gl

gl

gl gl

h g r r t h
g r t t t r t

r h c

h u g r r t h
r t g h c r t

t h c r r h c

δ
γ γ

ε δ

δ δ
δ

δ ε δ

∂ −
− = − + −

∂ +

∂ − ∂
− − − − + − +

∂ + ∂ +

ɶ
ɶ ɶ

ɶ
ɶ ɶ

 (3.36) 

За умов '( ) 0, '( )h t r t vγ = =ɶ  з (3.36) отримуємо: 

0

0

'( ( )) '( ( ))
/

'( ( ))
( ( ) / )( 1) ,

gl

gl

gl gl

g r r t g r r t h
g h v v

h c

h g r r t h
v v g h c v

h c h c

δ
ε ε δ

δ
δ ε δ

− −
= − +

+

−
+ − − + − +

+ +

ɶ ɶ

ɶ

 (3.37) 

0

0

'( ( )) '( ( ))
/

1 '( ( )) 1
( ( ) / )( 1) ,

gl

gl

gl gl

g r r t g r r t
g v v

h c

g r r t
v v g h c v

h c h c

δ
ε ε δ

δ
δ ε δ

− −
= − +

+

−
+ − − + − +

+ +

ɶ ɶ

ɶ

 

0 0

0

'( ( ))
( / ( ( ) / ) )

1 1
( ( ) / ) ,

gl

gl gl

gl

gl gl

g r r t
g v v v g h c v

h c h c

v v g h c v
h c h c

δ δ
ε δ δ

δ δ

−
+ − − + =

+ +

= − − +
+ +

ɶ

 



124 

      

 

0

0 0

( )'( ( ))
( / ( ( ) / ) ) ,

( )

gl

gl

gl gl gl

g h cg r r t
g v v v g h c v

h c h c v h c

δ δ
ε δ δ δ

+−
+ − − + =

+ + +

ɶ

 
0

0 0

( )'( ( ))
( / ( ) / ) ,

( )

gl

gl

gl gl

g h cg r r t
g v g h c v

h c v h c

δ
ε δ δ

+−
+ + =

+ +

ɶ

 '( ( ))
( ( ) ) .

gl gl gl

g r r t
h c h c h cδ δ

ε
−

+ + + = +
ɶ

 

Звідси  

'( ( ))
( ) / (2 (1 ))gl gl

g r r t
h c h cδ δ

ε
−

= + + +
ɶ

. 

З рівняння (3.32) маємо: 

0 0 02

0 0 0

'( ) ( ) ''( )

''( ) ( '( ) ( ) / '( )) / '( )
' ( )

'( ( ))
.

gl

gl

h
r t h c r t

htr t g r t g h c r t g r t
r t r

g r r t b
g h g h g

r r

δ
δ

ε

∂
− + ∂∂− = − + +

∂

− ∂ ∂
+ − −

∂ ∂

ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ
ɶ

ɶ

 (3.38)

 

Звідси отримуємо рівняння для функції дна: 

2

0 0 0 0

0 0

'( ( ))

'( ( )) '( ( ))
(1 ( ) / )

,

gl

g r r t
hv

g r r t g r r t
g g h c v g h g h

v

b
g h g

r

ε δ
ε ε

−
− −

− = − − + + −

∂
− −

∂

ɶ

ɶ ɶ

(3.39) 

2

0

2 2

0

2 2

0

'( ( )) '( ( ))
( ) /

( ) / ((2 (1 )) ) ( ) / (2 (1 ))

(( ) / ((2 (1 )) ) ( ) / (2 (1 )) 1).

gl

gl gl gl gl

gl gl gl gl

b g r r t g r r t
h c g h v h h

r

h c g h h c v h c h h c h

h h c g h c v h c h c

δ
ε ε
δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ

∂ − −
= + + − =

∂
= + + + + + + + − =

= + + + + + + + −

ɶ ɶ

 (3.40)

 
 

3.2 Структура розв’язків рівнянь газової динаміки гравітуючого 

газового диску   

Розглянемо систему рівнянь газової динаміки гравітуючого диску 

галактики [393]: 
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0
)()(

=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

ϕ
σσσ

r

v

rr

ur

t
, (3.41) 

dr

dp
D

r

p

r

Ф

r

vu

r

v

r

u
u

t

u z
Ω

−
∂
∂

−
∂
∂

−=−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ ln12

σσϕ
, (3.42) 

ϕσϕϕ ∂
∂

−
∂
∂

−=+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ p

r

Ф

rr

uvv

r

v

r

v
u

t

v 11
, (3.43) 

dr

Cd
pu

p

r

v

r

p
u

r

v

rr

ru
p

t

p z

ss

)ln(
)1()(

Ω
−=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂

∂
γ

ϕϕ
γ , (3.44) 

де u ,v - радіальна та азимутальна компоненти швидкості газу, σ , p - 

поверхневі щільність та тиск в газовому диску, Ф - деякий гравітаційний 

потенціал.  Для тонкого газового диску, що знаходиться в полі центpального 

об’екта маси 
1

M , паpаметp 
z

Ω  є кеплеpівська кутова швидкість: 
3

1

2 / rGM
z

=Ω  G -гравітаційна стала, )1/()1(21 +−+= γγγ
s

, γ -об’ємний 

показник адіабати, що визначає зв’язок між внутрішньою енергією та тиском: 

1−
=

γ
P

E . 

Зауважимо, що  2/3

1
/ rGM

z
=Ω . Тоді 

rdr

d
z

2

3)(ln
−=

Ω
. Нехай має місце 

політропний закон, що зв’язує поверхневий тиск та поверхневу щільність: 

sBp
γσ= . 

В такому випадку співвідношення (3.4) узгоджується з (3.1), якщо права 

частина рівняння (3.4) є 0. Такий випадок можливий, коли  1=
s

γ  або 

 constC
z

=Ω . Розглядають також ізентропічні моделі, коли виконується 

співвідношення: const
p

s
s

z

=
Ω −1

0

0ln
γγσ

. Звідси, зважаючи на політропність, 

const
B

s

z

=
Ω −1

ln
γ

 або const
z

=Ω  . 

 Тоді система (3.41)-(3.44) матиме вигляд: 
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0)( =
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
++

∂

∂
+

∂
∂

ϕ

σσ

ϕ
σ
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∂ − σ
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, (3.45) 

ϕ
σγ

σ
ϕϕ

γ
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∂

−
∂
∂
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∂
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∂
∂

+
∂
∂ −

r

BФ
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v
u

t

v ss 21
 , 

де ),,( tru ϕ , ),,( trv ϕ  - радіальна та азимутальна компоненти швидкості газу 

відповідно, ),,( tr ϕσ - поверхнева густина  газового диску, ),,( trФ ϕ - 

гравітаційний потенціал, DB,  - деякі невід’ємні сталі.  

Зауважимо, що система (3.45) є квазілінійною. 

У випадку неізентропічної моделі друге рівняння системи (3.45) матиме 

вигляд:  
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∂
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∂
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γγ σ
σ

σγ
ϕ

. 

Нехай 0)(0 ≡ru , )(
0

rv , ),,(
0

tr ϕσ , )(
0

rФ  - функції, що є розв’язками 

системи (3.5) (рівноважні компоненти швидкості, густини та гравітаційного 

потенціалу відповідно).  Підставивши ці функції в систему (3.5), отримуємо: 

0000 =
∂

∂
+

∂

∂

ϕ
σσ

r

v

t
, 

r
B

r

Ф

r

v
s

s ∂

∂
−

∂
∂

−=− − 02

0

2

0
σ

σγ γ
. 

Аналізуючи останнє рівняння бачимо, що у випадку, коли 0)(
0

≡ru  

обов’язково повинні залежати від кута та часу або азимутальна складова 

швидкості, або гравітаційний потенціал, чого бути не може. Отже, 

),,()(
00

trvrv ϕ= .  

Тоді маємо рівняння: 

ϕ
σγ

σ
ϕ

γ

∂

∂
−=

∂

∂
+

∂

∂ − 02
0

000

r

Bv

r

v

t

v ss . 

Отже, отримали систему для “рівноважних”  значень: 
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Будемо шукати розв’язок системи (3.45) (аналогічно як в роботі  [281] ) у  

вигляді суми рівноважних величин та деяких збурень: 

),,(),,(),,(
10

trtrtr ϕσϕσϕσ += , 

),,()(),,(
10

trФrФtrФ ϕϕ += , (3.46) 

),,(),,(
1

trutru ϕϕ = , 

),,(),,(),,(
10

trvtrvtrv ϕϕϕ += . 

Гравітаційний потенціал задовольняє рівняння Пуассона: 

)(4)(
12

1

2

22

1

2

1 zG
z

Ф

r

Ф

r

Ф
r

rr
δσπ

ϕ
=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

∂
∂

. 

Зауважимо, що у випадку , коли 2=
s

γ   в останній системі збурення 

можемо вважати довільним - адже при розкладі в ряд величин виду 

)()1()( 2

11

2

0

1

0

1

10
σσσγσσσ γγγ

Osss

s
+−+=+ −−−

, 

)()2()( 2

11

3

0

2

0

2

10
σσσγσσσ γγγ

Osss

s
+−+=+ −−−

  

не потрібно враховувати малість збурень густини. Окремо можемо 

розглянути і випадок, коли 3=sγ . В цьому випадку також може бути 

відсутньою умова малості збурення густини, однак при цьому слід 

враховувати, що  

2

110

2

0

2

10

1

10
2)()( σσσσσσσσ γ ++=+=+ −s , 

10

2

10
)( σσσσ γ +=+ −s . 

Будемо підставляти співвідношення (3.46)  в систему (3.45) . В результаті 

отримаємо систему для збурень: 
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 (3.47) 

Введемо вектор-функцію збурень )),,(),,,(),,,((),,(
1111

trtrvtrutrf ϕσϕϕϕ = . 

Тоді функцію ),,(
1

trf ϕ  будемо знаходити у вигляді: 

),,,()(),,( 01 εϕωψεϕ trttrf f= ,  (3.48) 

де ))(),(),(()( tttt
vuf σψψψψ = , )(t

u
ψ , )(t

v
ψ , )(tσψ , )(~ tr , )(~ tϕ -деякі функції, 

причому 0)(~ ≥tr , 0)( ≥tσψ ,ε -малий параметр, 
0

ε -деяка константа, 

}
))(~())(~(

exp{),,,(
ε

ϕϕ
εϕω

tgtrrg
tr

−+−
−= ,  

де )(xg -функція, яка має властивості: 

 0)( ≥xg , ),( +∞−∞∈x ,  0)0( =g , )()( xgxg =− , 

існують константи
11

~,αα , 
22

~,αα , 0
1

>c , 0
2

>c , ,  а також  

0>ε  такі, що )()(')(~ 11
1

~

1 xgcxgxgc
αα ≤≤ , )()('' 2

2
xgcxg

α≤  у області

}ln)(:{ εε−≤xgx  . 

Очевидно, що така функція існує, наприклад 
4)( xxg = . Бачимо, що в 

такому випадку збурення (3.48) являє собою одиночну хвилю типу δ -

солітона [213], причому точка максимуму збурення рухається за траєкторією, 

1~,0 11 << αα 1~,0 22 << αα
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що описується в полярній системі координат функціями )(~ tr  та )(~ tϕ . 

Продиференціювавши співвідношення (3.47), отримаємо:  
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Будемо підставляти співвідношеня (3.49) в систему (3.45). Маємо: 
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(3.53) 

Надалі будемо розглядати наступні області: 

},],,0[,ln))(~())(~(:),,{(
1

RrTttgtrrgtrG ≤∈−≥−+−= εεϕϕϕε  

},],,0[,ln))(~())(~(:),,{(
2

RrTttgtrrgtrG ≤∈−≤−+−= εεϕϕϕε  

]}.,0[,))(~())(~(:),,{( 1/1
TttgtrrgtrG ∈<−+−= αα

ε εϕϕϕ  
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3.3 Проблеми існування локалізованих солітоноподібних розв’язків 

рівнянь газової динаміки гравітуючого газового диску 

Твердження 1  Нехай )(11
0 εϑεε α−= , )(εϑ  – деяка функція, така що 

0)(lim
0

=
→

εϑ
ε

, )(
0

rσ , )(
0

rv , 
dr

rd )(
0

σ
, 

dr

rdv )(0  – обмежені функції.  

Тоді існують такі функції 0)(~ ≥tr , )(~ tϕ  та стала 0>T ,  що розв’язок 

системи (3.45) може бути знайдений у вигляді  (3.48) з точністю: 
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),,(  ),)ln((
)(
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ε
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ϕεϑ
ϕεεε

εδ
GtrO

GtrO
  (3.54) 

При цьому 0)( ≡t
u

ψ , 0)( ≡t
v

ψ , 0)( ≥= σσ ψψ t .  

Твердження 2  Нехай в області }:),{(
21

rrrrG ≤≤= ϕ  поверхнева густина 

має вигляд: 

2
)( 0

0
σψε

σ −= DCrr ,  (3.55) 

де С  –  така стала, що 0)(
0

≥rσ . Тоді існують такі стала 0>T  і функції 

0)(~ ≥tr , )(~ tϕ , що на інтервалі ],0[ T  розв’язок системи (3.45) може бути 

знайдений у вигляді   (3.48)  з  точністю : 

1
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(1 ) 1
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O r t G

O r t G

α
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α α α
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ε ε ε ϕ
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ε ε ϕ+ −

 − ∈
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 (3.56) 

При цьому: 0)( ≡t
u

ψ , 0)( ≡t
v

ψ , 0)( >≡ σσ ψψ t , а 
0

ε  та α  – довільні 

додатні константи. 

Твердження 3  Нехай )(,0)( 00 rvr ≥σ  – неперервно-диференційовні та 

обмежені в деякій області }:),{(
21

rrrrG ≤≤= ϕ  функції. Тоді існують такі 

значення 0>T  і обмежені диференційовні функції 0)(),(),( ≥ttt
vu σψψψ , 

,0)(~ ≥tr )(~ tϕ , що на інтервалі ],0[ T  розв’язок системи (3.45) може бути 

знайдений у вигляді (3.48) з точністю (3.56).  

При цьому 0)(' ≥tσψ  , а стала 0
0

>ε  має бути такою, щоб функція 
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r σσ
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 Будемо аналізувати вирази ),,,(
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εϕω
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. Введемо функцію }exp{),(
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α
yxxс

yxf
+

−=  і знайдемо її екстремум. 

Маємо очевидну нерівність: }.exp{}exp{),(
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Продиференціювавши функцію  }exp{)(
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1

1

εε

α
xxс

xf −= , отримаємо: 
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εα
1

2 =x , εα
1

±=x . Очевидно, що мінімум цієї функції досягається в точці 0. 

Функція парна. Отже, в точці εα
1

=x -максимум.  Значення функції в цій 

точці рівне  

}exp{}exp{
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сyxxс
.  

Зауважимо, що у області , що визначається співвідношенням }ln:{ 2 εε−≥xx  

максимальне значення функції досягається на границі області - в точці 

εε lnmax −=x  і рівне 1)ln()ln( 1
αεεεε −=− сf . 

При виконанні умови }:{ 12 αε +≤xx  максимальне значення функції  

досягається в точці 
2/)1(

max

αε +=x  і рівне }exp{)( 1)1(

1
1 ααα εε −= −+сxf . Отже, у  
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області 2

εG  мають місце нерівності:  
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))(~(' α

α

α

ε

α
εϕω

ε

ϕϕ −
−

≤
−

e
с

tr
tg

. (3.58) 

В області 1

εG  виконуються нерівності: 

1)ln(),,,( 1

))(~(' αεεεϕω
ε

−≤
−

сtr
trrg

 , (3.59) 

1)ln(),,,( 1

))(~(' αεεεϕω
ε

ϕϕ
−≤

−
сtr

tg
. (3.60) 

Звідси отримуємо нерівності, що виконуються в області 1

εG : 

)(
01

tf
f

εψε≤ , 

,)ln()(),,,()(
))(~('

1

100

1 αεεεψεϕωψ
ε

ε −≤
−

−=
∂
∂

сttrt
trrg

r

f
ff

 

,)ln()(),,,()(
))(~(2

1

100

1 αεεεψεϕωψ
ε
ϕϕ

ε
ϕ

−≤
−

−=
∂
∂

сttrt
tf

ff

 

1

1
0 0

0 0 1

1
'( ) ( , , , ) ( ) ( , , , )[ '( ) '( ( )) '( ) '( ( ))]

'( ) ( ln ) ( )( '( ) '( )) .

f f

f f

f
t r t t r t t g t r t g r r t

t

t с t t r t
α

ε ψ ω ϕ ε ε ψ ω ϕ ε ϕ ϕ ϕ
ε

ε ε ψ ε ε ε ψ ϕ

∂
= + − + − ≤

∂

≤ + − +

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

Розглядаючи систему (3.47), бачимо, що всі рівності виконуються з 

точністю: ))ln(())ln(()( 11

000

αα εεεεεεεε −=−+ OOO  для будь-яких 

обмежених функцій )(
0

rσ , )(
0

rv , 
dr

rd )(
0

σ
, 

dr

rdv )(
0 , а отже, розв’язок системи 

(3.47) в області 
1

εG  можна знайти у вигляді (3.48). 

Розглянемо область 
α
εG . В цій  області  при 0>α  виконуються 

нерівності: 
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)(21}2exp{}
2

exp{),,,(1 212121

22

ααα
α

εεε
ε

ε
εϕω +++

+

+−=−=−≥≥ otr . Тоді з 

врахуванням властивості функції )(xf  , яка при виконанні співвідношення 

}:{
12 αε +≤xx  досягає максимального значення 

2/)1(

max

αε +=x  і яке рівне 

1(1 ) 1

1( ) exp{ }f x с α α αε ε+ −= − ,  можемо записати нерівності: 

}exp{)(),,,()(
))(~(' 1)1(

100

1 1 ααα εεεψεϕωψ
ε

ε −≤
−

−=
∂
∂ −+

сttrt
trrg

r

f
ff

, 

}exp{)(),,,()(
))(~(' 1)1(

100

1 1 ααα εεεψεϕωψ
ε

ϕϕ
ε

ϕ
−≤

−
−=

∂
∂ −+

сttrt
tgf

ff
, 

1

1
0 0

(1 ) 1

0 0 1

1
'( ) ( , , , ) ( ) ( , , , )[ '( ) '( ( ))

'( ) '( ( ))] '( ) exp{ } ( )( '( ) '( )) .

f f

f f

f
t r t t r t t g t

t

r t g r r t t с t t r t
α α α

ε ψ ω φ ε ε ψ ω φ ε ϕ ϕ ϕ
ε

ε ε ψ ε ε ε ψ ϕ+ −

∂
= + − +

∂

+ − ≤ + − +

ɶ ɶ

ɶɶ ɶ ɶ

 

Аналізуючи останні нерівності бачимо, що в системі (3.47)  величини 
ϕ∂

∂
1

f
, 

r

f

∂

∂
1  мають порядок малості )(

1)1(

0

1 −+ ααεεO . Крім того, виконується рівність: 

)(),,,()('
1)1(

00

1 1 −++=
∂
∂ ααεεεϕωψε Otrt

t

f
f . При цьому функцію ),,,( εϕω tr  

можемо вважати рівною 1 з точністю )(
21 αε +

O . Тоді з системи (3.47) можемо 

отримати наступну систему:  





















+

+−−
∂

∂
−=

∂
∂

+++
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∂
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∂
∂
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∂
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∂
∂
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2
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),,(3
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1)(
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),,(

)(
),,(

1)1(

0

11010

1

1
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0

2
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1
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0

1

101

1)1(

0
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0

1

1

0

1

1

1

1

αα

αα

αα

εε

ϕϕϕ
ϕ

ϕ

εε
ϕ

ϕσ

ϕσσ
σ

ϕσ
ϕϕ

εε

ϕϕσ
σ

ϕ
ϕ

σ
ϕσ

O

r

trvtru

r

rvtru

r

rv
tru

t

trv

O
r

trv
trBD

r

trrBD
rr

r
trB

r

trvrv

t

tru

O

trutr
rr

r
tru

r

tru
r

t

tr

 (3.61) 
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Підставимо тепер (3.48) в (3.61) . Розкладаючи всі функції, що залежать від 

r , в ряд Тейлора в околі  )(~ tr  і враховуючи, що αε +≤− 1)(~ trr , отримаємо 

систему співвідношень: 

1

1

(1 ) 10 0 0
0

2

0 0
0

(1 ) 12

0 0 0

( ( )) ( ( )) ( )
'( ) ( )( ) ( ),

( ) ( )

( ( )) ( ) ( ( ))
'( ) 2 ( ) 3 ( )

( ) ( )

3 3
( ( )) ( ) ( ) ( ),

( ) 2 ( )

u

v
u v

r t r t t
t t O

r r t r t

v r t t r t
t t B t

r t r t r

BD BD
r t t t O

r t r t

α ασ
σ

σ

α α
σ σ

σ σ ε ψ
ψ ψ ε ε

ψ σ
ψ ψ ε ψ

σ ψ ε ψ ε ε

+ −

+ −

∂
= − + + +

∂

∂
= + − +

∂

+ + +

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ
ɶ ɶ

 

(3.62) 

1(1 ) 10 0 0
0

( ( )) ( ( )) ( )
'( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

v
v u

v r t v r t t
t t O

r r t r t

α αε ψ
ψ ψ ε ε + −∂

= − + + +
∂

ɶ ɶ

ɶ ɶ
   

Зауважимо, що система (3.62) є нелінійною  автономною системою.  

Виходячи з фізичних міркувань, можемо сформулювати такі додаткові 

умови: 0)( ≥tσψ , 0)(
0

≥rσ , Rtrr ≤≤ )(~
0

, де R  – деяка стала. Крім того, 

функції )(),(
00

rvrσ  є неперервно-диференційовними згідно умов твердження. 

Тоді можна показати, що задача Коші для системи (3.62) має розв’язок для 

будь-яких початкових умов. Оскільки функція )(tσψ  визначає величину 

збурення густини (разом з константою 
0

ε ), то нас цікавитимуть саме такі 

розв’язки системи (3.62), при яких збурення густини суттєво не зменшується 

з часом. Тоді можна говорити про солітонний характер розв’язків. Адже 

відомо, що солітони являють собою структурно стійкі відокремлені хвилі, що 

поширюються у нелінійному середовищі.  

 Проаналізуємо розв’язки системи (3.62) при різних функціях )(
0

rσ  та  

)(
0

rv . Як бачимо з першого рівняння системи (3.62), знак )(' tσψ  залежить від 

функцій )(t
u

ψ  та функції виду: 

)(~
)(

)(~
))(~())(~(

000

tr

t

tr

tr

r

tr σψεσσ
++

∂

∂
.  (3.63) 
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Якщо функція (3.63) невід’ємна, то при 0)( <t
u

ψ  виконується умова: 

0)(' ≥tσψ . Зауважимо, що при будь-яких обмежених функціях 
r

r

∂

∂ )(
0

σ
 та 

)(
0

rσ  можемо підібрати таке достатньо велике значення 
0

ε , що функція 

(3.63) буде додатною. 

Нехай у деякій області 0
)()(

00 ≥+
∂

∂

r

r

r

r σσ
. Тоді функція (3.63) є 

невід’ємною при довільному невід’ємному значенні 
0

ε .  

Нехай 0)( =t
u

ψ , ],[
21

ttt ∈ . Тоді з першого та третього рівняння системи  

(3.62) constt == σσ ψψ )( , 0)()( == tt
uv

ψψ . З другого рівняння системи (3.62)  

отримаємо умову:

 

1(1 ) 10
0 0 0

( ( ))
( ( )) ( ) ( )

( ) 2 ( )

r t D D
r t t O

r r t r t

α α
σ

σ
σ ε ψ ε ε + −∂

− − =
∂

ɶ
ɶ

ɶ ɶ
. 

Остання умова виконується, якщо  

,
2

)
2

()
2

()( 00

00

σσ
σ

ψεψε
ψεσ −=−=∫+= −− DDDDD

Crr
D

D
Crdrr

r

D
Crr  

де С  – деяка така стала, що 0)(
0

≥rσ . Звідси отримуємо твердження  2. 

 Нехай у деякій області  )(
)(

1

0 ε
σ

O
r

r
=

∂

∂
, )(~ tr  – монотонно-зростаюча 

невід’ємна функція, яка задовольняє умови: 
0

)0(~ rr = , 
1

0

1
ε<

r
. Тоді 

1
)(~

1
ε<

tr
. 

Отже з першого рівняння системи (3.62) випливає, що )()('
1

εψ σ Ot = . При 

цьому знак функції )(t
u

ψ  може бути будь-яким.  

 Нехай у деякій області 0
)()(

00 <+
∂

∂

r

r

r

r σσ
. Тоді, очевидно, можемо 

вибрати такі мале значення 
0

ε  та функцію )(~ tr , щоб виконувалась нерівність:  

0
)(~

)(

)(~
))(~())(~(

000 ≤++
∂

∂

tr

t

tr

tr

r

tr σψεσσ
. В такому випадку, при виконанні умови 

0)( >t
u

ψ  , виконується нерівність: 0)(' ≥tσψ . Аналізуючи друге рівняння 
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системи (3.66) бачимо, що при виконанні умови 0
)(~
))(~())(~(

00 ≤+
∂

∂

tr

trv

r

trv
 

виконуються нерівності 0)(' ≥t
u

ψ та 0)(' ≥t
v

ψ  . Отже отримали всі умови, що 

сформульовані в твердженні 3. Доведення завершене. 

Нехай 0
1

≡v ,  2=
s

γ . Тоді з системи (3.51-3.53) маємо: 

0
0 0 0

( ) 1
( , , , )( '( ) ( ) ( ) ( ) ( , , , ))u

u u

t
r t t t t t r t

r r r
σ σ

ψ σ
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∂
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ε ε
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ε ε
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Оскільки )(,0))((' ttg ϕϕϕϕ ==− , )(~,0))(~(' trrtrrg ==− , то 
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ψ
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Тоді  
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Звідси маємо систему: 
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 (3.64) 

З (3.52) та (3.53)  отримуємо: 
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 (3.66) 

Нехай  

).,,,(2

),,,()('~),,,())(2)()('~(),,(

1

101

εϕσ

εϕεϕωεψψϕ σ

trB

trutrtrtBttrtrФ
u

−
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Тоді з (3.65) та (3.66) отримуємо: 

),)('~)(,,,(
))(~('
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),,,()(),,,(
))(~('
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ttr
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ϕεϕωε
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εϕωψεεϕωε
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ψψεϕωε
  (3.67) 

.
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),,,(
))(~('

)
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)()(,,,(0
0
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0
r

ttr
tr

tg

r

vt

r

v
ttr uu

u

ψ
εϕωε

ε
ϕϕψ

ψεϕωε
−

++
∂
∂

−=  (3.68) 

Зауважимо, що при 0)(2)()('~ =− tBttr u σψψ  збурення гравітаційного 

потенціалу є нульовим. Розглянемо окремі випадки. 

Нехай 0
1

=u . Тоді з системи (3.64),(3.67-3.68) отримуємо 

співвідношення:  

0)(' =tσψ , 0)('~ 0 =−
r

v
tϕ , 0)('~ =tr  (3.69) 

Рівняння (3.55)-(3.46), очевидно, виконуються. Нехай має місце 

співвідношення: const
r

rv
=Ω=

)(
0

.  Ця умова означає, що газовий диск 

галактики обертається,  як тверде тіло. Зауважимо, що поверхневий показник 

адіабати 2=
s

γ  відповідає об’ємному показнику адіабати 2=γ , який можемо 
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знайти за формулою Хантера [2]: 
γ

γ
2

3 −=
s

 (такий показник  відповідає газу 

типу іонізованої плазми ). Отже, можемо сформулювати твердження:  

Твердження 4.  Нехай 2=
s

γ . Тоді частковий розв’язок системи (3.47) 

може бути знайдений у вигляді (3.48), причому 

1 1( , , ) ( , , ) 0u r t v r tϕ ϕ= = , ( )t constσ σψ ψ= = ,
0 ( )

'( )
v r

t const
r

ϕ = = Ω =ɶ ,

( )r t r const= =ɶ ɶ , 1 0 1( , , , ) 2 ( , , , ) 2 ( , , , )Ф r z t B r t B r tσϕ ε ψ ω ϕ ε σ ϕ ε= − = − . 

Отже, для випадку 2=
s

γ  знайшли частковий розв’язок системи (3.47) у 

формі збурень,  що являють собою незатухаючу хвилю, яка рухається по колу 

із сталою кутовою швидкістю: const
r

rv
t ==

)(
)('~ 0ϕ . При цьому збурення 

поверхневої густини може бути довільним.  

Нехай 0
1

≠u . Аналізуючи співвідношення (3.64)-(3.66), бачимо що в 

цьому  

випадку можемо говорити лише про наближений розв’язок. При цьому 

зауважимо, що у нас будуть  малі параметри: ε  , збурення поверхневої 

густини та швидкостей. Подальший аналіз суттєво залежатиме від 

співвідношення між цими малими параметрами та властивостей функції g . 

Однак, необхідно зауважити, що точність, з якою повинні виконуватись усі 

рівності (3.64)-(3.66) повинна бути меншою від величини збурення 

поверхневої густини (інакше ми не зможемо говорити про існування 

солітона).  

Будемо аналізувати систему (3.64) та рівняння (3.67)-(3.68). Нехай  

const
r

rv
t =Ω==

)(
)('~ 0ϕ .  (3.70) 

Для спрощення подальших викладок будемо вважати, що 

constt
uu

==ψψ )( , constt == σσ ψψ )( , constr ==
00

)( σσ . Нехай виконується 

співвідношення: 



140 

      

 

 11

0

αεψε −=
u

.  (3.71) 

Розглянемо   систему (3.64). З першого рівняння маємо: 

0 0 0

1
( , , , )( ( , , , ))u

ur t r t
r r

σ

ψ
ε ω ϕ ε σ ε ψ ψ ω ϕ ε+ =  

1 1 1

0
0 0 0

1 1 10
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1
( , , , ) ( ) ( , , , ) ( , , , )

1
.

u ur t t r t r t
r r

r r

σ

α α α
σ

σ
ε ω ϕ ε ψ ε ψ ω ϕ ε ψ ε ω ϕ ε

σ
ε ε ψ ε ε− − −

= + ≤

≤ + ≤
  

В останній нерівності врахували малість величини 
r

0
σ

 що випливає з  

даних спостережень а також малість σψε
0

1

r
. Отже перше рівняння системи 

(3.64) виконується з точністю, що не перевищує 11 αε −
. Друге рівняння 
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Тоді третє рівняння  системи (3.64) має місце з точністю 
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Розглянемо рівняння (3.67). З нерівностей (3.57)-(3.58) випливає 
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Отже, рівняння (3.67) виконується з точністю 111 1
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З співвідношення (3.68) маємо: 
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Отже, при виконанні співвідношення (3.73) траєкторії солітонів 

визначаються рівностями (3.72) та (3.70), з яких отримуємо: 
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Бачимо, що остання рівність є рівнянням спіралі Архімеда.  

Твердження 5  Нехай 2=
s

γ . Тоді частковий розв’язок системи (3.47) 

може бути знайдений у вигляді (3.48) у області 
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з точністю, що не перевищує величину 
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Розглянемо випадок довільного параметра sγ . Зауважимо, що рівняння 

(3.51)  не залежить від параметра sγ  і його аналіз вже проведений вище. Тому 

будемо розглядати лише рівняння (3.52)-(3.53). Запишемо ці рівняння у 
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Нехай  
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Для спрощення подальших викладок будемо вважати, що 
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Тоді рівняння (3.74)-(3.75) запишуться у вигляді: 
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Враховуючи рівності (3.70)- (3.72)  маємо: 
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Розглядаємо рівняння (3.79). З врахуванням нерівностей (3.59)-(3.60) 

можемо записати наступні нерівності: 
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Розглянемо рівняння (3.80). Маємо: 
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Отже, рівняння (3.79)-(3.80) виконуються з точністю , що не перевищує 
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Твердження 6 Частковий розв’язок системи (3.47) може бути знайдений 
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точністю, що не перевищує величину  
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Як відомо [2], збурення гравітаційного потенціалу задовольняє рівняння 
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де G  -гравітаційна стала,
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Будемо вважати, що збурення гравітаційного потенціалу має вигляд: 
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Надалі будемо розглядати
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ε як функцію  від z : 0 0 ( )zε ε=  . Причому 
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Розглянемо область 1
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Тоді виконується нерівність:  
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Нехай виконується рівність:  
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Очевидно, що можна підібрати функцію )(
0

zε  так, щоб рівняння (3.84) 

виконувалось. При цьому логічними є умови: 
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Тоді рівняння (3.84) виконується з точністю, що не перевищує величину 
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У області α
εG виконується нерівність:  

 1}
))(~())(~(

exp{),,,(}2exp{ 1 ≤
−+−

−=≤− −

ε
ϕϕ

εϕωε α tgtrrg
tr . 

З властивостей функції g  випливають наступні нерівності: 

1

2

22
2

2
2 )))(~(())(~('' −=≤

−
≤

− αα
ααα

ε
ε
ε

εε
c

ctrrgctrrg
, 

)1(22
12

22
1

2

22
1

2

2

1

11 )))(~(())(~('
−=≤

−
≤

−
αα

ααα

ε
ε

ε

εε
c

ctrrgctrrg
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Аналогічні нерівності будуть і для ))(~('' tg ϕϕ − та ))(~('2 tg ϕϕ − . Отже,  
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Якщо виконується рівняння  (3.84), то рівняння (3.83) виконується з точністю, 

що не перевищує  

))/11)()((2)('~( 1

1

2)1(22

1

1

20

112 −−− +++− αααααα
σ εεεψψε crccBtr

u
. 

Твердження 7 Нехай збурення гравітаційного потенціалу 

визначається співвідношенням (3.82), )(
00

zεε = -функція, що є розв’язком 

задачі Коші (3.84)-(3.85). Тоді має місце рівняння Пуассона (3.81) з точністю, 

що не перевищує величину  
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де α  таке число, що 1
1

>αα  та 1
2

>αα . 

Зауважимо, що при виконання умови 02)('~ =− σψψ Btr
u

 рівняння 

Пуассона виконується точно. При цьому збурення гравітаційного потенціалу 

рівне 0. Порівнявши останню рівність з співвідношенням (3.72) маємо: 

uu
Btr ψψψψσ σσ /2/)('~

0
== . Звідси отримуємо умову для поверхневої 

щільності: 

22
0 /2 uB ψψσ σ=  (3.86) 

 Отже, розглянули можливість знаходження розв’язків системи рівнянь 

газової динаміки галактик у формі відокремлених структурно-стійких хвиль, 

які являють собою збурення поверхневої густини та рівноважних компонент 

швидкостей у формі (3.48). При цьому зауважимо, що збурення 

гравітаційного потенціалу вважалось нульовим. 

 Зауважимо, що поверхнева густина у реальних гравітуючих газових 

дисках веде себе по-різному. Для низки галактик спостерігаються одночасно 
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як окремі області (кільця) зростання поверхневої густини, так і випадки, коли 

вона спадає з віддаленням від центру галактики практично по експоненті чи є 

близькою до константи [393].  

У сформульованих вище твердженнях розглянуто лише певні конкретні 

ситуації. Становить значний інтерес прослідкувати, що відбувається з 

одиночною хвилею типу δ -солітона, коли вона проходить області максимуму 

чи мінімуму поверхневої густини, тобто значення змінних, при яких функція 

r

r

∂

∂ )(
0

σ
 змінює знак.  

Аналізуючи рівняння (3.66), можна побачити, що в таких випадках 

відбуваються пульсації амплітуди – при переході через екстремум щільності 

одиночна хвиля спочатку зменшує свою амплітуду, але через деякий час при 

певних умовах вона знову може почати зростати (якщо, наприклад, значення 

амплітуди хвилі не зменшилось до критично-можливого малого значення, при 

якому вона вже фізично не може існувати).  

3.4 Аналіз траєкторій солітонів 

Для дослідження траєкторій солітоноподібних хвиль розглядатимемо 

випадок довільного параметра γ  для системи (3.51)-(3.53). 

Оскільки '( ( )) 0g tϕ ϕ− =  при ( )tϕ ϕ=  та '( ( )) 0g r r t− =ɶ  при ( )r r t= ɶ , то 

з (3.51) випливає співвідношення: 
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Отже, маємо систему рівнянь: 
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(3.87) 

Аналогічно, аналізуючи рівняння (3.52)-(3.53) , отримуємо відповідно: 
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3.4.1 Випадок відсутності збурення гравітаційного потенціалу . 

Нехай 0
1

=Ф . Тоді з рівнянь (3.87)-(3.88 ) отримуємо 
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У випадку, коли 0)( =t
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ψ  (3.88)  перетворюється у систему: 
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З рівняння (3.89) отримуємо: 
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 (3.93) 

У випадку , коли 0)( =t
v

ψ (3.93) матиме вигляд: 
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 (3.94) 

Зауважимо, що якщо в цьому випадку  0)( =tuψ , то  маємо систему: 
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 (3.95) 

Система (3.92) в цьому випадку запишеться у вигляді: 
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Аналізуючи дві останні системи, маємо: 0),,,()()2( 00 =−+ εϕωψεγσ σ trts . 

Окрім того, 00 =
∂

∂

ϕ
σ

, 00 =
∂

∂

r

σ
 при 0=D . Отже, ненульове збурення 

поверхневої густини може існувати в часі лише в області, де поверхнева 

густина є константою для ізентропічної моделі. При цьому траєкторії збурень 

співпадають з траєкторіями руху газу в ситемі. 

Твердження 8  Нехай 0)( =t
u

ψ , 0)( =t
v

ψ . Тоді ненульове збурення 

поверхневої густини може існувати в часі лише в області, де поверхнева 
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густина є константою для ізентропічної моделі. При цьому траєкторії збурень 

співпадають з траєкторіями руху газу в системі та має місце співвідношення  
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  (3.96) 

в області ]},0[,))(~())(~(:),,{( 1/1
TttgtrrgtrG ∈<−+−= αα

ε εϕϕϕ . 

Зауважимо, що  співвідношення (3.96) може бути виконане лише 

наближено. В області α
εG  )(1),,,(1

2/21/1 11 −− +−=≥ αα εεεϕω Otr . Отже, (3.96) 

матиме вигляд: 
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 Для неізентропічної моделі отримуємо систему: 
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 і отримуємо систему: 
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Нехай 0)( ≠t
v

ψ , 0)( ≠t
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ψ .  

Маємо системи (3.90), (3.91),(3.93). Проаналізуємо рівняння, що містять 

)('~ tr  .Тоді отримуємо умови: 
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0),,,()()2( 00 =−+ εϕωψεγσ σ trts
 . 

або: 

 0),,,()()(/)( 00 =+ εϕωψεψψσ σ trttt uu , 

0),,,()(00 =+ εϕωψεσ σ trt  . (3.99) 

Порівнюючи (3.98) та (3.99) бачимо, що 3sγ = . Крім того , 

співвідношення (3.99) показує, що збурення поверхневої густини є 

від’ємним.Проаналізувавши рівняння , що містить )('~ tϕ  для систем (3.90), 

(3.91),(3.93), отримуємо: 0 0
0

2 ( )
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v
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t
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Звідси 0 0( ) ( ) ( , , , ) 0
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t t r t

r t rσ

σ ε
ψ ψ ω ϕ ε

ψ
+ = , отримали рівняння (3.99). 

Отже, маємо систему для ненульового значення )(tvψ  : 
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Будемо розглядати систему в області Gα
ε . В цій області мають місце 

очевидні нерівності: 

)(1),,,(1
2/21/1 11 −− +−=≥ αα εεεϕω Otr , 1/1

))(~(
αε<− trrg . 

Звідси )()(~ 1/11 αε−<− gtrr  або )()(~ 1/11 αεα −+= gtrr  , )1,1(−∈α . 

Тоді  
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Аналогічно можемо записати і інші розклади. Тоді отримуємо наступну 

систему, яка виконуватиметься з точністю ))(( 1/11 αε−gO : 
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Звідси 
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або 
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Перше рівняння описує рівноважні характеристики і виконується. Отже, 

маємо систему: 
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Підсумовуючи наведені вище міркування, можемо сформулювати 

наступне твердження: 

Твердження 9  Нехай для неізентропічного випадку 0)( ≠t
v

ψ , 0)( ≠t
u

ψ , 

0),,(
1

=trФ ϕ , 3=
s

γ . Тоді траєкторії збурень виду (3.48) визначаються 

системою рівнянь (3.100) і  при цьому мають місце співвідношення (3.101).  

Як бачимо, в даному випадку можна говорити про наявність 

азимутального збурення швидкості солітона лише в деякому граничному 

випадку, коли 3=
s

γ . 

Нехай 0)(')(')(' === ttt
vu σψψψ . Тоді з системи (3.100) отримуємо: 
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/))(~),(~()( εϕσψ σ ttrt −= . 

Звідси 
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 (3.103) 

Нехай 
ϕ
σ

∂

∂
0 .=0, 
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∂
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v
=0, D=0. Тоді з (3.103) отримуємо 
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Оскільки 0),,,()(
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=+ εϕωψεσ σ trt  , то з першого рівняння останньої 
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Звідси отримуємо: 
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00 vtrv ψε= . Зауважимо, що радіальну  швид

константою у досить широк

розглянути інформацію про радіальну швидкість галактики NGC

графік якої зображений на рис.3.5.

 Нехай 0)( =tvψ , 
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 Рис.3.5 Радіальна швидкість галактики NGC

 Однак, )2(
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 функція ))((
0

trv  повинна бути константою, 

. Зауважимо, що радіальну  швидкість можна вважати 

константою у досить широких областях галактик. Як приклад можемо 

розглянути інформацію про радіальну швидкість галактики NGC

графік якої зображений на рис.3.5.  

, )(t
u

ψ -довільне. Розглядаємо загальну систему

9). Тоді, аналізуючи рівняння, що містять )('~ tr , отримуємо умову:
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Рис.3.5 Радіальна швидкість галактики NGC
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=εϕωψε σ trt (при великому значенні 

0),,,()()(/)( 0 =+ εϕωψεψ σ trttt uu або

0) = . 

159 

(3.106) 

повинна бути константою, 

кість можна вважати 

их областях галактик. Як приклад можемо 

розглянути інформацію про радіальну швидкість галактики NGC 23 [281], 

Розглядаємо загальну систему (3.87)-

, отримуємо умову: 

)(( 0σψ tu +
 

 

Рис.3.5 Радіальна швидкість галактики NGC 23 

еликому значенні r  ця умова 

або 
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Знову маємо випадок 3=sγ  та від’ємного збурення поверхневої 

густини солітона. Аналізуючи рівняння для )('~ tϕ  бачимо, що всі вони 
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Вважаючи, що збурення щільності є малим та великим радіус r  
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Будемо розглядати систему (3.107) в області Gα
ε . Тоді 
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1 −=− αεεψ Ottr
u

  

Отримана система дозволяє знайти траєкторії відокремленої хвилі а 

також проаналізувати збурення густини та його динаміку в часі. 
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Дослідимо, як ведуть себе від’ємні дельта-солітони при переході через 

деяку область із збільшеною чи зменшеною поверхневою густиною. Для 

цього  

проаналізуємо величину 
r∂

∂ 0σ
. 

Нехай ( , , )r tϕ∆ -функція, що характеризує відповідне рухоме збурення,

1 1 2 1( ( )) ( ( ))
( , , ) exp{ }

g r r t g t
r t

d

ϕ ϕ
ϕ γ

− + −
∆ = −

ɶɶ
. Тоді 

0 0( , , ) ( ) ( , , )r t r r tσ ϕ σ ϕ= + ∆ɶ , 

 1 1 1 1 2 1( ( )) ( ( )) ( ( ))
( , , ) exp{ } ( , , )

g r r t g r r t g t
r t r t

r r d

ϕ ϕ
ϕ γ ϑ ϕ

∂ − − + −∂
∆ = − − =

∂ ∂

ɶɶ ɶ
, 

0 0 ( , , )r t
r r

σ σ
ϑ ϕ

∂ ∂
= +

∂ ∂

ɶ
. 

Нехай  функція ))(~(
11

trrg −  є такою, що її похідна–непарна функція. В 

такому випадку при  )(~
1

trr <  та )(~
1

trr >  функція ),,( tr ϕϑ  має різні знаки. 

Нехай 0<γ , при )(~
1

trr <  0),,( <tr ϕϑ , а при )(~
1

trr >  0),,( >tr ϕϑ  ( 

таку ситуацію матимемо, наприклад, коли  функція )(
1

xg  може бути будь-яка 

степенева функція з парним цілим степенем-( ,..., 42 xx )),  00 <
∂

∂

r

σ
 у певній 

області (при віддаленні від центра поверхнева густина спадає). Тоді з (3.108) 

матимемо систему: 
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 (3.109) 

Зауважимо, що 0)( <tσψ . Нехай 0)( >t
u

ψ . З останнього рівняння 

бачимо, що тоді 0)('~ >tr , тобто хвиля віддаляється від центру галактики.  
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Будемо розглядати рух солітона через область збурення поверхневої  

густини (яка в загальному випадку також є рухомою). Нехай dT -це час руху в 

області, на протязі якого збурення впливає суттєво (на іншому часовому 

інтервалі це збурення вважатимемо нульовим). 

Аналізуючи систему (3.109) можемо проаналізувати поведінку 

траєкторії хвилі. Нехай 0),,( <tr ϕϑ . Тоді ( ) ( , , ) 0t r tσψ ϑ ϕ > . Отже,  '( )u tψ  

набуває від’ємного приросту. Звідси випливає, що значення ( )u tψ повільніше 

зростає. Тоді з останнього рівняння випливає , що з часом '( )r tɶ набуває 

від’ємного приросту у порівнянні з випадком, коли ( , , ) 0r tϑ ϕ = . А це 

означає, що хвиля віддаляється в радіальному напрямку, при незмінній 

азимутальній швидкості матимемо знос в азимутальному напрямку у 

порівнянні з випадком ( , , ) 0r tϑ ϕ = . Аналогічно при ( , , ) 0r tϑ ϕ >  отримуємо 

додатній приріст '( )r tɶ . Таким чином , рухаючись в області 1( )r r t< ɶ , хвиля 

відхиляється в сторону центра, а в області 1( )r r t> ɶ -в протилежному напрямку. 

Отже, проходячи через область від’ємного збурення, антисолітони 

відхиляються. Якщо розглянути випадок 0γ > , то отримуємо ефект 

фокусування антисолітонів. 

У випадку, коли 0 ( )r constσ =ɶ можемо знайти точні розв’язки. Тоді з 

системи (3.108) отримаємо :  
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c
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t

c
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c
t
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. 

Отримуємо рівняння кривої в полярній системі координат:
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0

1
( )

( )u

c
t

r t
ϕ ϕ

ψ ε
= − +ɶ

ɶ
   

або  
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. 

У випадку ізентропічної моделі та 3=sγ  збурення поверхневої густини 

може не бути малим. Розглянемо випадок, коли r не є малим.Тоді з системи 

(3.107)  з врахуванням області α
εG  маємо систему: 
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 (3.110) 

Нехай, наприклад, constr =)(
0

σ  . Тоді маємо систему: 
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 (3.111) 

Звідси 
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0 0

0 0 0 00
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( ) ( ) 1 / ( / )(
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u u

dt dt
t r t ru
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t e C e dt t r C
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−
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C t
t r dt t r C t
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σ ψ σ ψ ε σ
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+

+ + = + + =
+ +∫  

3.4.2 Випадок наявності збурення гравітаційного потенціалу. 

Розглянемо збурення у вигляді ),,,()(
0

2

01
εϕωψεσγ σ

γ
trtBФ s

s

−−= . Тоді 

аналізуючи систему (3.64)-(3.66) можемо отримати наступне твердження (усі 

викладки аналогічні випадку нульового збурення гравітаційного потенціалу і 

наведені в Додатку Б). 

Твердження 10  Нехай  ),,,()(0

2

01 εϕωψεσγ σ
γ

trtBФ s

s

−−= , 0)( ≠tvψ , 

0)( ≠tuψ  Тоді має місце локалізоване збурення поверхневої густини виду  

(3.44) для випадку 2=sγ  та має місце система (3.120). 

Нехай  0)( =tvψ . Тоді з (3.120) маємо систему рівнянь 
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 (3.112) 

Звідси 0
)()(

00 =+
∂

∂

r
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,

r

c
cerv

r == −ln

0
)( .  

Вважаючи, що збурення щільності є малим та великим радіус  r  отримуємо: 
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Бачимо, що constt

uu
==ψψ )( . Нехай, наприклад, constr =)(

0
σ . Тоді  
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Отримали рівняння кривої в полярній системі координат: 

ϕ
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ϕ +−=
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або  
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Якщо constr ≠)(
0

σ , то з першого рівняння системи бачимо, що величина 

збурення поверхневої густини веде себе нестійко - зростає або спадає. 

Причому, якщо 0,uψ >  то вона зростає у області, де 00 <
∂

∂

r

σ
 і спадає, коли  

00 >
∂

∂

r

σ
.  

Маємо систему (3.121). Звідси 0
)()(

00 =+
∂

∂

r

rv

r

rv
,

r

c
cerv

r == −ln

0
)( . 

Нехай D=0. Тоді отримуємо систему: 
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або  
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2
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0 0( ) .ur t t rψ ε= +ɶ  

Тоді для того, щоб амплітуда не змінювалась, має виконуватись умова: 
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В противному випадку будемо мати зміну амплітуди. Матимемо: 
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Якщо ( ) 0tσψ < , то амплітуда  зростатиме при 1<uψ . При великих збуреннях 

радіальної складової швидкості матимемо затухання збурення поверхневої  
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густини. 

Маємо систему рівнянь (3.121). Нехай ( , , )r tϕ∆ -функція, що 

характеризує відповідне рухоме збурення: 
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exp{),,( 1211
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tgtrrg
tr
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Нехай  функція ))(~( 11 trrg −  є такою, що її похідна-непарна функція. 

В такому випадку при  )(~
1 trr <  та )(~

1 trr >  ),,( tr ϕϑ  має різні знаки. 

Нехай 0<γ  (маємо справу з від’ємним збуренням поверхневої густини). 

Нехай при )(~
1 trr <  0),,( <tr ϕϑ , а при )(~

1 trr >  0),,( >tr ϕϑ . Таку ситуацію 

матимемо, наприклад, коли  функція )(1 xg  – будь-яка степенева функція з 

парним цілим степенем. Тоді отримуємо систему рівнянь: 
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Рис.3.6 Траєкторії відокремленої хвилі для різних початкових 

швидкостей та функцій поверхневої густини 

 

а) a=-9,  ,   01.0=µ 150,4 00 == vu ψψ б) a=-9,  ,   01.0=µ 150,44 00 == vu ψψ

в) a=-1,  ,  01.0=µ 150,44 00 == vu ψψ г) a=4,  ,  01.0=µ 70,4 00 == vu ψψ
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Наявність відповідних доданків змінює характер розв’язків. Якщо 

0),,( <tr ϕϑ , то при 0)( >tuψ  похідна )(' tσψ  зростатиме при 

0),,(
)(~

),,(
<+

∆
tr

tr

tr
ϕϑ

ϕ
. Тоді  )(' tuψ  спадає, отже зменшується значення )(t

u
ψ . 

Тоді зменшується )('~ tr , маємо відхилення до центру галактики. Якщо ж 

0),,(
)(~

),,(
>+

∆
tr

tr

tr
ϕϑ

ϕ
, то матимемо відхилення від центру. 

Нехай  ),,,())()()('~(
0

2
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εϕωεψσγψ σ

γ
trtBttrФ s

su

−−= . (3.122) 

Аналізуючи системи (3.87)-(3.89)  можемо сформулювати твердження 

(відповідні викладки наведені в Додатку Б):  

Твердження  11  Нехай 0)( ≠tvψ , 0)( ≠tuψ ,

ωεψσγψ σ

γ
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01
))()()('~( tBttrФ s
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−−= . Тоді існує збурення поверхневої густини 

(3.47) для випадку 21 << sγ  та виконується система рівнянь: 
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Розглянемо, як веде себе хвиля при проходженні через області змінної 

густини.  

Нехай ),,()(~),,( 00 trrtr ϕσϕσ ∆+= , rer µσ −=)(~
0  , 

).(),,(
/)(/)(/)(/)(

2
3

2
2

2
1

2 HRrHRrHRrHRr eeeeatr
−−−−−−−− +++=∆ ϕ

  

Результати моделювання представлені на Рис.3.6 при різних значеннях 

початкових швидкостей. Як бачимо, в залежності від значення початкових 

радіальних та азимутальних складових швидкостей та збурень поверхневої 
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густини хвиля може вести себе по-різному. На рис.3.6 а) бачимо, як хвиля, 

віддаляючись від центру, відбивається від області більшої густини і далі 

рухається до центру. На рис. 3.6 б) досягаємо ефекту серії відбивань від двох 

колових ущільнень так, що хвиля знаходиться у деякому кільці.  

На рис.3.6  в) хвиля рухається до центру, однак відбивається від 

колового ущільнення.  На рис.3.6  г) хвиля проходить ущільнення, однак далі 

знову “притягується” до центру.  

3.5 Висновки 
Таким чином, в цьому розділі застосовано метод Т-представлень для 

знаходження розв’язків рівнянь типу мілкої води. Запропоновано метод 

знаходження аналітичних розв’язків системи рівнянь мілкої води, що 

грунтується на використанні представлень для профілю хвилі спеціального 

виду та отриманні відповідних співвідношень для швидкості. При цьому 

отримується результуюче диференціальне рівняння, яке дозволяє проводити 

аналіз поведінки відокремленої кругової хвилі в залежності від поверхні дна.  

Досліджено випадки, при яких існують локалізовані кругові хвилі 

незмінного профілю а також випадки, коли профіль змінюється. У випадку 

змінного профілю запропоновано метод, який дозволяє знаходити точні 

розв'язки на множині, що являє собою і систему кривих спецільного виду. 

Для рівнянь газової динаміки гравітуючого газового диску галактик 

розглядається двохвимірне збурення поверхневої густини, що має характер 

відокремленої хвилі. В п.3.2 розглянуто низку тверджень, які доводять 

існування розв’язку відповідних рівнянь у формі відповідного локалізованого 

збурення. Розглянуто траєкторії відокремлених хвиль для різних випадків 

збурень гравітаційного потенціалу а також в ізентропічному та 

неізентропічному випадках. Показано, що в області сталої густини збурення 

поверхневої густини газового диску може бути лише від’ємним, локалізовані 

додатні збурення не існують.  
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Досліджено характер траєкторій локалізованих збурень  в областях 

змінної густини. При цьому теоретично проаналізовані явища відхилення 

траєкторій від’ємних збурень при їх взаємодії з обмеженими нерухомими 

областями збурення густини середовища (хвиля відхиляється в напрямку, де 

густина середовища більша, та у протилежному напрямку, якщо збурення 

густини відповідної області від’ємне). 

Досліджено характер траєкторій відокремлених хвиль при різних 

початкових значеннях їх швидкостей та у випадку області змінної густини, 

що має характер кілець. При цьому показано, що хвиля веде себе аналогічно 

до променя світла, відбиваючись від границі чи проходячи через неї в 

залежності від величини початкових швидкостей. 
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РОЗДІЛ 4 МЕТОД ОПЕРАТОРНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ МОДЕЛЮВАННЯ 

ТОЧОК ПЕРЕТИНУ ТРАЄКТОРІЙ ВІДОКРЕМЛЕНИХ ХВИЛЬ ТА 

ОБЛАСТЕЙ КОНТРАСТНОСТІ ГУСТИНИ 

Одним з відомих методів дослідження неперервних динамічних систем 

є метод перетинів Пуанкаре, суть якого полягає у побудові множин точок 

перетину фазової траєкторії системи з деякою поверхнею (у найпростішому 

випадку – площиною) [341]. Відповідний підхід має важливе практичне 

значення, оскільки у багатьох задачах, пов’язаних з дослідженнням фазових 

траєкторій динамічних систем, відомими є лише певні дискретні “прояви” 

траєкторій, спостереження їх на деяких умовних поверхнях, коли фіксувати 

всю траєкторію неможливо. 

Так, наприклад, можна досліджувати траєкторії солітоноподібних 

хвиль, що рухаються в глибині Землі лише через їх взаємодію з областями 

накопичення сейсмічної енергії, яка призводить до сейсмічних поштовхів, що 

фіксуються сейсмічними станціями. В такому випадку області, де 

накопичується сейсмічна енергія (так звані сейсмоактивні зони) логічно 

вибирати як поверхні Пуанкаре.  

Аналогічно ведуть себе космічні тіла, проходячи через рукави 

спіральних галактик – вони зменшують швидкість, інтенсивніше взаємодіють 

з складовими рукава, що дозволяє з більшою ймовірністю їх зафіксувати. В 

цьому випадку спіральні рукави логічно вибрати як поверхні Пуанкаре. 

Солітони в газових дисках галактик інтенсивно взаємодіють з областями 

підвищеної щільності газу, які у галактиках часто являють собою 

послідовності кіл певного радіусу. Ці кола – криві Пуанкаре.  

Фіксуючи окремі точки траєкторій можна моделювати, наприклад, 

поведінку фотона у деякому анізотропному середовищі, де мають місце 

ефекти переломлення-відбивання [171]. Тоді траєкторію фотона можна 

досліджувати, аналізуючи точки її суттєвої зміни, «зламу». 

В даному розділі розглянемо підхід, на основі якого можна 
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досліджувати характер траєкторій відокремлених хвиль а також ефекти, 

пов’язані з їх взаємодією за допомогою операторів певного класу, що 

описують взаємодію солітоноподібних хвиль з іншими об’єктами, зокрема 

областями підвищеної густини.  

 

4.1 Моделюючі оператори та їх властивості 

Нижче будемо розглядти не самі поверхні Пуанкаре, а деякий 

оператор А , що визначає послідовності точок перетину солітоноподібних 

хвиль з поверхняим Пуанкаре. Якщо x – деяка точка взаємодії (в заданий 

момент часу) солітоноподібної хвилі з деякою поверхнею Пуанкаре, то точку 

взаємодії хвилі з наступною поверхнею визначатимемо як  Ax. Враховуючи 

можливість сторонніх впливів, можемо розглянути послідовність:  

)()( 1111 −−−− +−+= nnnnn xxAxxx ξλ  (4.1) 

де ),(
1−n

xmξ - деяка випадкова вектор-функція, що визначає можливе 

відхилення хвилі в результаті зіткнень та інших зовнішніх впливів, де λ -

деякий пераметр, ]1,0[∈λ  . В даній роботі розглядається випадок: 

),( 11 −− += nnn xmAxx ξ  (4.2) 

Параметр λ  у співвідношенні (4.1) може бути не обов’язково малим. 

Зауважимо, що при малому значення параметра λ  та 0)( =xMξ  (4.1) є 

різницевою схемою для розв’язку системи диференціальних рівнянь виду: 

)()()(' txtAxtx −=  (4.3) 

Будемо розглядати оператори виду:  

2 2 2 2

2 ,

2

2

x

y

z

g

x
x y z g c

y
A xy c

z
xz c

g
xg c

 
   

− − − +   
   = +
   

+   
   + 

 (4.4) 

де gzyx cccc ,,,  - деякі параметри. Отримати саме такий оператор можна, 
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якщо узагальнити ітераційний процес, що використовується при побудові 

множини Мандельброта [94], на простір R
4
 , тобто, якщо побудувати 

ітераційну послідовність crr nn +=+
2

1 , де nnnnn kgjziyxr +++= , 

gzyx
kcjciccc +++=  - гіперкомплексні числа. Зауважимо, що координата x 

при перетворенні (4.4) є зміщеним на константу квадратом відстані в 

просторі-часі Мінковського між точками-подіями (0,0,0,0) та ),,,( gzyx , якщо 

вважати, що ctx = , де с-швидкість світла у ваккумі, t - час. Інтерпретація цієї 

координати як часу дозволяє отримати низку цікавих результатів в процесі 

моделювання. Тоді природнім є введення до розгляду позитивних 

напівтраєкторії Жюліа на основі оператора (4.4): 

},...,2,1),(:{)( 4

010
RxnxAxxxOr

nnn
∈=== −

+  (див. Додаток  В2).  

Очевидно, що кожна позитивна напівтраєкторія буде збігатись до 

нерухомої точки операторного рівняння виду: Axx = .  

Для спрощення викладок надалі розглянемо аналог оператора (4.4) для 

простору R
2
 (для простору R

4 
легко отримати аналогічні результати):  

2 2

.
2

x

y

x y cx
A

xy cy

 − + 
=     +   

 (4.5) 

Також для зручності введемо новий оператор, нерухома точка якого є 

початком координат і який має аналогічні властивості з оператором А.  

Нехай 
c

x~ –притягуюча нерухома точка оператора А, )(xO A

+
- деяка 

позитивна напівтраєкторія, ∈x )~( cxB  (басейну притягання). Тоді побудуємо 

такий оператор A
~

, для якого виконується співвідношення :  

( ) ( ) .c A cA
O x x O x x+ +− = −ɶ ɶ ɶ   (4.6) 

В цьому випадку будь-яка позитивна напівтраєкторія оператора А, зсунута на 

вектор 
c

x~ , є позитивною напівтраєкторією оператора A
~

. Легко бачити, що 

оператор, який задовольняє властивості (4.6), має вигляд: 
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2 2( ) ( )
.

2( )( )

c c x c

c c y c

x x y y c xx
A

x x y y c yy

 + − + + − 
=     + + + −   

ɶ  (4.7) 

Нехай iyxx += - точка в комплексній площині. Запишемо (4.7) у вигляді: 

c
xxxxA ~2)(

~ 2 += , де 
c

x~ -притягуюча нерухома точка оператора А.  

Лема 1. Для оператора A
~

 та довільної точки Ciyxx ∈+=  виконується 

співвідношення:  

2 12 2 2 ... 2 ,n n

c c c cA x x x x A x x A x x A x x−= + + + +ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ  (4.8) 

де 
c

x~ -нерухома точка оператора А. 

Доведення 

Маємо: 
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де cxxx 2+=+
, cyyy 2+=+

. 

Тоді : 
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Отже, 
2 2 2 2

2 2 2(( 2 ) ( 2 ) ) 2 .
c c c

A x Ax xx yy x xy yx y Ax Ax x+ + + += − + + + + = +ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  

Враховуючи, що у співвідношенні (4.8) x - довільна точка та вибираючи її як

xA n 1~ − маємо: 
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Тоді з врахуванням співвідношення (4.8) отримуємо: 

c
n

ccc
n

xxAxxAxxAxxxxA ~2
~

...~2
~~2

~~2
~ 12 ++++= −

. Лема доведена. 

З співвідношення (4.8) можемо отримати співвідношення виду: 

2 1

2 1 1 1 ... 1 .
2 2 2 2

n
nn n

c

c c c c

x A x A x A x
A x x x

x x x x

−

= + + + +
ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ
ɶ ɶ ɶ ɶ

  

Лема 2.  Для оператора A
~

 та довільної точки x , що належить басейну 

притягання його нерухомої точки (0,0) (множині )0,0(~
A

B ), існують такі 

константи   0  ,,
2121

∞<<< cccc , що 1≥∀n виконується співвідношення: 

1 2

1

1  ,
2

in

i c

A x
c c

x=

≤ + ≤∏
ɶ

ɶ
 (4.9) 

де 
c

x~ - нерухома точка оператора А.  

Доведення 

Розглянемо добуток, що фігурує у співвідношенні (4.9). Маємо очевидну 

нерівність: 

 ∏ 









+≤∏ +

==

n

i
c

i
n

i
c

i

x

xA

x

xA

11
~2

~

1~2

~

1 . Покажемо, що добуток ∏ 
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 збігається. Як 

відомо, такий добуток збігається тоді і тільки тоді, коли збігається ряд 
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 Іншими словами, це умова абсолютної збіжності добутку 
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 Розглянемо границю відношення виду: 
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Оскільки )0,0(
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n
, то 1~2~2

~
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∞→ cc

n

n
xxxA , адже точка (0,0) є 

притягуючою і похідна функції 
c

xA ~2)0,0('
~

=  за модулем повинна бути 

меншою за 1. З іншого боку, ∏ 









−≥∏ +

==

n

i
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 збігається. Для цього розглядатимемо ряд ∑ 
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Розглянемо наступне відношення:  
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Отже, ряд збігається і збігається відповідний нескінченний добуток.   

Відмітимо, що збіжність останнього нескінченного добутку можна 

довести, аналізуючи його часткові добутки і використовуючи методику 

доведення, аналогічну доведенню відомої теореми про те,  що з абсолютної 

збіжності нескінченного добутку випливає його збіжність. Отже, існує така 
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Отже, виконується нерівність:  
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Лема доведена. 

Відмітимо, що нерівність, яка визначена у Лемі, ще не означає 

збіжності нескінченного добутку ∏ +
∞

=1
~2

~

1
i

c

i

x

xA
. Адже може просто не бути 

збіжності відповідної послідовності часткових добутків. З Леми 1 та Леми 2 

випливає наступне твердження: 

Твердження 1.  Для оператора A
~

 та довільної точки x , що належить 

басейну притягання його нерухомої точки (0,0) (множині )0,0(~
A

B ), 

виконується співвідношення: 

)(
~ )~2ln( cxnn

eOxA = , (4.10) 

де cx~ -нерухома точка оператора А. 

Останнє твердження говорить про те, що величина xA
n~

 має 

експоненційний характер збіжності до нуля, а саме, існує така логарифмічна 

спіраль, що орбіта динамічної системи належить деякому околу цієї спіралі. 

Розглянемо це питання детальніше. Припустимо, що існує границя 

послідовності величин кутів, утворених двома послідовними точками 

позитивної напівтраєкторії та нерухомою точкою оператора: ϕϕ ~lim =
∞→ n

n
(див. 

Рис.4.1). В такому випадку, можемо записати наближену рівність: 

0
ln( 2 ) ( )cn x i nnA x e e

φ φ+≈
ɶɶɶ , де 0ϕ -це кутова координата в полярній системі точки x . 

Розглянемо криву, рівняння якої в полярній системі координат має вигляд:
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0( ) ln( 2 /cx
r e

ϕ ϕ ϕ−= ɶɶ
. Це є логарифмічна спіраль. Очевидно, що точки, які 

утворюють орбіту динамічної системи для оператора A
~

, належать деякому 

околу цієї кривої. Адже cc xnxn
ee

~2ln(~/~2ln()~( 00 =−+ ϕϕϕϕ
. 

Отже, можемо апроксимувати рукави спіральних структур, отриманих 

як орбіти відповідних динамічних систем, логарифмічними спіралями 

(відповідні твердження та їх доведення наведені далі). Отримані результати 

добре корелюються з багатьма статистичними дослідженнями природних 

об’єктів. Так, наприклад, Данвер [195] показав, що рукави спіральних 

галактик добре апроксимуються логарифмічними спіралями. 

Розглянемо детальніше властивість кутів, утворених двома 

послідовними точками динамічної системи та нерухомою точкою 

відповідного оператора. Нехай iyxx +=  - точка в комплексній площині. 

Запишемо (4.3) у вигляді деякої раціональної функції: 
c

xxxxA ~2)(
~ 2 += , де 

c
x~ - 

притягуюча нерухома точка оператора A . Будемо розглядати послідовність 

),(
yxA

ccO
+

. Нашим завданням є знаходження границі косинуса кута, що 

характеризує кривизну рукава (див. рис.4.1.), а саме величини виду: 

cAcAcA

cAcAcA
nmmnnm

nmmnnm

n ++++
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−

−−
=

1)1(11

1)1(11

~~~
)

~~
,

~
(

cosψ , де m-кількість рукавів .  

Використовуючи структуру оператора A
~

, можемо побудувати  

наступну послідовність :  

c
xxxxA ~2

~ 2 += , (4.11) 

2 2 2 2 4 3 2 2 2 2 2( 2 ) 2( 2 ) 4 4 2 4 ,c c c c c c cA x x xx x xx x x x x x x x x x x= + + + = + + + +ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ
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Рис.4.1 Ілюстрація операторних перетворень 

Тоді легко отримати співвідношення між коефіцієнтами представлень (4.11): 
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Останнє з співвідношень (4.12) запишемо у вигляді:  
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Оскільки ми розглядаємо початкові точки з басейну притягання точки )0,0( , 

то )0,0(
~

lim 1 =+

∞→
cA nm

n
. Якщо існує границя  ( )yx

y
x

,lim

0
0

β
→
→

, то, очевидно, існує 

границя ( ) ( )( )nmnm
n

xx ++
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11
~Im,~Relim β  і при цьому виконується співвідношення: 

( ) ( ) ( )( )nmnm
n

y
x
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= 11
~Im,~Relim,lim ββ .  

Для доведення сумісної збіжності будемо розглядати відповідні 

послідовні границі: ( )yx
yx

,limlim
00
β

→→
, ( )yx

xy
,limlim

00
β

→→
.  

Нехай xaxaxxf mm m

m

m ~)1(...~~)~( 1
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2 −+++= −
−

. Можемо сформулювати 

наступні  властивості.  

Лема 3  xaxaxxf mm

y

m

m

m

)1(...)~(lim 1
12

12

2

0
−+++= −

−→
. 

Ця лема випливає безпосередньо з властивості операції множення 

комплексних чисел. 

Лема 4 ))(Re())~(Re(lim
0
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=
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; ))(Im())~(Im(lim
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=
→

. 

Ця властивість безпосередньо випливає з Леми 1. Очевидними є і наступні 

леми: 
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Тоді мають місце співвідношення: 
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Аналогічно знаходимо іншу послідовну границю:  
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Отже, можемо сформулювати наступне твердження: 

Твердження 2 Нехай 
c

x~ -нерухома точка оператора (4.5). Тоді для 

довільної точки x , що належить басейну притягання точки 
c

x~  існують 

границі виду: 
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Останнє твердження безпосередньо випливає з наведених вище лем  а 

також збіжності величини xA nm+1~
 до ),(

~ 1
yx

nm ccA + .  

Отриманиі в роботі результати становлять теоретичну основу для 

моделювання відображень Пуанкаре за допомогою  операторів виду (4.5) у 

випадку, коли фазова траєкторія системи має спіральну структуру. 

Надалі будемо інтерпретувати оператор А як функцію в комплексній 

площині: 
2( ) ,  .A x x c x C= + ∈  Відмітимо, що область збіжності позитивної 

напівтраєкторії для оператора (4.5) є можиною  точок, границею якої є 

множина Жюліа AJ . Дійсно, розглянемо нерухому точку функції А ),,( ccc zyx . 

Вона утворює притягуючий цикл при певних значеннях параметрів. Знайдемо 

похідну функції А:  '( ) 2c cA x x=ɶ ɶ . Тоді  

=+= 22
2~2

ccc
yxx  
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2

22

222
)

4)2/12(22/1
()4)2/12(22/12/12/1(2

yxx

y

yxx

ccc

c
ccc

+−+−
++−+−−= =

2

2

2
4

21
α

αα yc
++− , де 

22 4)2/12(22/1 yxx ccc +−+−=α
.
 

Як бачимо, для різних параметрів отримуємо різні значення норми.  

Наприклад, при 0== yx cc  відповідна норма є 0. Тоді можна стверджувати, 

що басейн притягання цієї точки є множиною Жюліа.  

Відмітимо, що множина значень параметрів, при яких нерухома точка 

оператора А є притягуючою, утворює область, обмежену кривою, що 

задається рівнянням: 
2

2

2
4

21
α

αα yc
++− =1, де  

2 21 / 2 2 (2 1 / 2) 4 .x x yc c cα = − + − +  

Припустимо, що при певних значеннях параметрів нерухома точка 

оператора  А не є притягуючою. Але тоді може існувати інший притягуючий 

цикл. А це означає, що басейн його притягання є об'єднання басейнів 

притягання окремих точок.  

Розглянемо детальніше характер збіжності у відповідних басейнах 

притягання.  Проаналізуємо множину параметрів оператора А з точки зору 

кількості рукавів. При цьому будемо враховувати всі цикли притягання. 

Відповідна множина зображена на Рис.4.2 . Тут відтінком позначено кількість 

рукавів. Як бачимо, область обмеженості послідовності ),( yx ccOr + утворює 

відому множину Мандельброта, у якій ми виділяємо підобласті за характером 

збіжності по кількості рукавів. Як показують дослідження, існують області, 

де не можна визначити рукавності структури, незважаючи на наявність 

збіжності до притягуючої нерухомої точки. Ці області на малюнку позначені 

відповідним кольором.   

 Відмітимо, що точки, які зосереджуюься в околі початку координат, 

наближаються до точок послідовності ( , )
A x y

O c c+
при подальшій дії на них  
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оператора . 

 

Рис.4.2. Діаграма збіжності для множини ),( yx ccOr +  

Іншими словами, має місце властивість: ∀ точки ε<−
+∈

yxx
yx ccOry ),(

min:  та 

Nn ∈∀  виконується співвідношення : ε<−
+∈

zyAn

ccOrz yx ),(

min . 

Розглянемо цю властивість детальніше. Дійсно, аналізуючи 

послідовність перетворень ( 4.11 ) бачимо, що  

)(...2
2

0

222

0

11

0
xocAccAcAxcAxA

nnnn ++= −−−
. 

Нехай ε<=− 2
00 xcAx . Тоді  

)(...2 2222
0

11
0 εOcAcAAccxcAxA nnnn +≤− −−− . 

Отже, при невеликому n будь-яка точка, що знаходиться в околі 

початку координат при подальших її перетвореннях за допомогою оператора 

А знаходиться в околі точок ),( yx ccOr + . Більше того, очевидно, що оператор 
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А є стискаючим в деякій області, наприклад, в крузі радіуса ½. Відмітимо, що  

),( yx ccOr +  прямує до точки ),( cc yx . Як вже вказувалось вище, при 

виконанні умови 2/1~ <cx  ця точка є притягуючим циклом. Тобто, точка 

збіжності належить області, де оператор А є стискаючим. Отже, можемо 

вибрати таке значення m, щоб cAm  та 0x належали області, де оператор А є 

стискаючим. Тоді mn >∀  існує така константа 1<α , що

cAxcAxA nnn −≤− −−
0

11
0 α . Останнє співвідношення говорить про те, що при 

будь-якому n точка, що знаходиться в околі початку координат, знаходиться в  

околі точок послідовності ),( yx ccOr +  при будь-яких її подальших 

перетвореннях за допомогою оператора А. 

Аналогічне твердження справедливе, очевидно, і для околу будь-якої 

точки ),(
yx

ccOr+
, такої, що знаходиться в області стискання оператора А. 

Адже якщо  ε<− cAx m

0
, то εαα nmnmnn cAxcAxA <−<− +

00
. Під ε -околом 

множини ( , )
x y

Or c c+  будемо розуміти об’єднання ε -околів всіх точок 

множини ( , )
x y

Or c c+  і позначати ( , )x yOr c cε
+

. Проведені вище міркування 

показують, що точки, які знаходяться в ε -околі множини ),( yx ccOr +

 
ніколи з 

нього “не виходять”  в процесі дії оператора А. Можемо сформулювати 

наступні твердження: 

Твердження 3 :0>∃ε ∈∀ xAn n  ),( yx ccOr +
ε  якщо ∈x ),( yx ccOr +

ε . 

Твердження 4 Для того, щоб оператор А моделював спіральну 

структуру достатньо, щоб існували така точка c,  :01 >ε  такі що, 

1εε <∀  , ∈∀x  ),( yxA ccO
+
ε та ∈∀ xAn n  ),( yx ccOr+

ε . 

Відмітимо, що в басейні притягання точки cx~  оператор не є 

стискаючим. Більше того, послідовність )( 0xOA

+
 збігається так, що відстань 

точок цієї послідовності до точки cx~  не являється монотонно спадною 
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послідовністю. Дійсно, якщо оператор А є стискаючим у якійсь області, то 

виконується співвідношення : 10, <<−≤− αα yxAyAx . Враховуючи, що 

2( )A x x c= + , маємо: 2 2 ,0 1x y x y x y x yα α− = − + ≤ − < < . Отже, для 

будь-яких двох точок x,y з області стискання опертора А  виконується 

співвідношення : 

,0 1x y α α+ ≤ < <  (4.14) 

 Однак, якщо розглянути множину )~( cxB  для деяких значень с, то легко 

побачити, що в цій множині співвідношення (4.14) не виконується. 

Розглянемо множини, обмежені множинами Жюліа при різних значеннях 

параметра с. Нехай, наприклад, с=(-0.43,0.12) . Відповідна множина 

зображена на рис.4.3.  

 

Рис.4.3 Басейн притягання при с=(-0.43,0.12) 

 

 

Рис.4.4 Басейн притягання при с=(-0.73,0.12) 
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Легко бачити, що можемо вибрати точки x=(-1,0) та y=(-1,-0.2), де не 

виконується співвідношення (4.14). На рис.4.4 зображена множина точок 

(x,y), коли послідовність ),( yxOA

+

 
є обмеженою, однак відповідна нерухома 

точка не є притягуючою, в цьому випадку є притягуючим деякий цикл. 

Басейн його притягання при  с=(-0.73,0.12) зображено на рис.4.4. 

  

4.2  Проблема апроксимації  “рукавів” орбіт динамічних систем 

логарифмічними спіралями 

Означення 1  Будемо говорити, що крива )(ϕfr =  здійснює  

апроксимацію орбіти динамічної системи )( 0xOA
+

 за першим наближенням  

якщо цій кривій належать усі точки  множини )( 01
xO A

+ , де cx
x

A
A

∂
∂

=1 - якобіан 

перетворення , що задається оператором A , визначений в точці cx , cx  - 

притягуюча нерухома точка оператора A . 

Означення 2 Будемо говорити, що крива )(ϕfr =  здійснює  δ -

апроксимацію орбіти динамічної системи )( 0xOA

+   якщо вона здійснює 

апроксимацію за першим наближенням  і для будь-яких значень n  

виконується умова: 

δ
εεε

≤
+++ −−−

01

0
1

0

2

10

1

1 )(...)()(

xA

xAAxAxA

n

nnn

 

 де cx
x

A
A

∂
∂

=1 -якобіан перетворення , що задається оператором A , 

визначений в точці cx , cx -притягуюча нерухома точка оператора A . 

Твердження 5  Для того, щоб логарифмічна спіраль здійснювала δ -

апроксимацію орбіти динамічної системи )( 0xOA
+  необхідно і достатньо, щоб 

якобіан оператора A
~

 можна було представити як  композицію оператора 
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стиску та оператора повороту : P
x

xA c λ=
∂

∂
~

, де 1<λ , P -матриця повороту та 

виконувалась умова:  

δ
λ

ε
≤∑

∞

= +
0

1

)
~

(

i
i

i

x

xA
,   (4.15) 

)(

~
~

xx
x

xA
xA c ε+

∂

∂
= ,  

 0 при ,0
)(

→→ x
x

xε
. 

Доведення 

Враховуючи формулу Тейлора для вектор-функцій векторного 

аргументу, маємо: 

( ) ( , ) ( ) ( , ),c c

c c c c c c

Ax Ax
Ax Ax x x x x x x x x x

x x
ε ε

∂ ∂
= + − + = + − +

∂ ∂
 

де 0 при ,0
),(

→−→
− c

c

c xx
xx

xxε
.Тоді для оператора A

~
 можемо записати: cx =0 

і )(

~
~

xx
x

xA
xA c ε+

∂
∂

= . Надалі в усіх міркуваннях позначення ~ над оператором 

A  будемо опускати для простоти запису. Отже, можемо записати: 

2 ( ( )) ( ( )) ( ( ))c c c cAx Ax Ax Ax
A x A x x x x x x

x x x x
ε ε ε ε

∂ ∂ ∂ ∂
= + = + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
 

2

( ) ( ),c c
Ax Ax

x x Ax
x x

ε ε
∂ ∂ 

= + + ∂ ∂ 

 2

3 ( ( ) ( ))c c
Ax Ax

A x A x x Ax
x x

ε ε
∂ ∂ 

= + + = ∂ ∂ 
 

2

3 2

2 2

( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ),

c c c

c c c

Ax Ax Ax
x x Ax

x x x

Ax Ax Ax
A x x x Ax A x

x x x

ε ε

ε ε ε ε

∂ ∂ ∂ 
= + + + ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂   
+ = + + +   ∂ ∂ ∂   
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… 

1 2

1( ) ( ) ... ( ).

n n n

n nc c c
Ax Ax Ax

A x x x Ax A x
x x x

ε ε ε
− −

−∂ ∂ ∂     
= + + + +     ∂ ∂ ∂     

 

Нехай  P
x

Ax
A c λ=

∂

∂
=1 , де P -матриця повороту на деякий кут ϕ :

cos sin
.

sin cos
P

ϕ ϕ
ϕ ϕ

− 
=  

 
 

Тоді 0 0( )

1 0 ,i ii iA x Px e x e r e x e
φ φ φφ φλ λ λ λ += = = =  

xePxxA λλ ln

1 ==  , 

2 2ln

1 1 1 ,i iA x A A x e e x e xφ φ λλ λ= = =  

… 

xexAAxA
nn λln

111 ... ==  . 

Розглянемо криву  
ϕϕλ /)(ln 0−= s

exr , де 0ϕ - відповідна полярна координата 

точки x ,  ϕ  - кут, що визначається матрицею повороту P . Очевидно, що 

точки динамічної системи, що визначається оператором  cx
x

A

∂
∂

 знаходяться 

точно на цій кривій. Крім того, 

( ) ( )
( )

( ) ( )

δ
λ

ε

λ

εελελ

λ

εελελ

εεε

≤≤

≤
+++

≤
+++

=

=
+++

∑
−

= +

−−−−−−

−−−

1

0
1

121121

01

0

1

0

2

10

1

1

)(

)(...)()(

|

)(...)()(

)(...)()(

n

i
i

i

n

nnn

n

nnn

n

nnn

x

xA

x

xAAxx

xP

xAAxPxP

xA

xAAxAxA

Достатність доведена. Доведемо необхідність . 

Нехай оператор A  такий, що логарифмічна спіраль здійснює δ -

апроксимацію орбіти динамічної системи )( 0xOA

+  та виконується  

співвідношення: 
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.)(...)()( 1

21

x
x

Ax
xAAx

x

Ax
x

x

Ax
n

cn

n

c

n

c 







∂

∂
≤++








∂

∂
+








∂

∂ −

−−

δεεε  

Як відомо, має місце спектральний розклад довільної матриці B : *QSRB = , 

де RQ, -ортогональні матриці, S -діагональна. Ортогональне перетворення – 

це поворот чи дзеркальне відображення відносно деякої прямої, що 

проходить через початок координат. Ортогональні перетворення зберігають 

довжину, власна ортогональна матриця у евклідовій площині є матриця 

повороту. Отже, для доведення необхідного результату небхідно розглянути 

композицію поворотів та розтягу.  

Нехай ),( yxx = –деяка точка з басейну притягання початку координат. 

Розглянемо перетворення TT yxQSRyxB ),(),( *= . Нехай 







=

2

1

0

0

µ
µ

S , *, RQ -

матриці повороту на кути 21,ϕϕ чи дзеркального відображення відносно 

деякої прямої, що проходить через початок координат відповідно. У випадку 

дзеркального відображення ортогональна матриця матиме вигляд 

cos sin
.

sin cos

ϕ ϕ
ϕ ϕ

 
 −   

Таке відображення можна представити як композицію 

дзеркального відображення відносно осі OX та деякої матриці повороту: 

cos sin 1 0 cos( ) sin( )

sin cos 0 1 sin( ) cos( )

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

− − −     
=     − − − −     

.  

Зауважимо, що відображення , яке визначається матрицею 







−10

01
, також 

можна представити через матрицю повороту, однак кут повороту залежатиме 

від координат точки. Відповідний кут повороту можемо представити 

наступним чином (тут не будемо враховувати поправку при переході від 

полярної до декартової системи координат):  

x

y
arctg2−=ϕ . Нехай )(ϕP -матриця повороту на кут ϕ . Тоді  
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







−=
















− y

x

x

y
arctgP

y

x
)2(

10

01
. Отже, можемо записати: 

cos sin 1 0 cos( ) sin( )

sin cos 0 1 sin( ) cos( )

1 0 cos( ) sin( ) sin( ) cos( )
( 2 )

0 1 sin( ) cos( ) cos( ) sin( )

x x

y y

x y x y
P arctg

x y x y

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

− − −      
= =      − − − −      
+   − +

= = − ×  − − + +  

 

1

cos( ) sin( ) sin( ) cos( )
( 2 ) ( )

sin( ) cos( ) cos( ) sin( )

sin( ) cos( )
( 2 ) ( ( , ))  ,

cos( ) sin( )

x y xx y
P arctg P

x y yx y

x xx y
P arctg P x y

y yx y

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

+   − +
× = − − =   − + +   

   − +
= − − =   +    

 

.
)sin()cos(

)cos()sin(
2),(1 ϕ

ϕϕ
ϕϕ

ϕ −
+
+−

−=
yx

yx
arctgyx  

Отже, 







=








y

x
yxP

y

x
R )),(( 1ϕ . Зауважимо, що якщо R  - перетворення 

повороту, то constyx ==
11

),( ϕϕ . Аналогічно 







=








y

x
yxP

y

x
Q )),((

2
ϕ , де 

θ
θθ
θθ

ϕ −
+
+−

−=
yx

yx
arctgyx

)sin()cos(

)cos()sin(
2),(

3
. 

Нехай ),(),(),(
11

* yxyxQSRyxB TT ==  . Діючи послідовно на деяку 

точку Tyx ),( операторами   QSR ,,*  отримаємо наступні відображення: 

),(),(),(),(),(
11

3

1

3

1

2

1

2

1

1

1

1

1
yxyxyxyxyx =>−>−>− . 

Аналогічно, якщо ),(),(),( 2211

*

11 yxyxQSRyxB TT ==  то 

),(),(),(),(),(
22

3

2

3

2

2

2

2

2

1

2

1

211
yxyxyxyxyx =>−>−>− . 

Нехай *QSR
x

Axc =
∂

∂
. Припустимо, що можемо побудувати логарифмічну 

спіраль, яка проходить через всі точки ),(* yxО
QSR

+ . Нехай 022 ϕi
eyxiyx +=+ . 

Тоді рівняння відповідної логарифмічної спіралі має вигляд: 

)(22 0ϕλ −−+= s
eyxr

.
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Нехай ),(),( 1

1

1

1

* yxyxR T = , 221

1

1

1

* ),(),(),( yxyxyxyxR T +=== . 

Тоді ),(),( 1

12

1

11

* yxyxSR T µµ= . Представимо  перетворення S  у вигляді: 

 ),))(,((),(),(),( 1

1

1

1

1

1

1

12

1

1

1

1

1

12

1

11

1

1

1

1 yxyxPyxyxyxS ϕµµµ == , де (.)P  - матриця 

повороту на кут, що визначається співвідношенням: 

),(),(

)()(
arccos),(

1

1

1

1

1

12

1

11

21

12

21

111

1

1

12
yxyx

yx
zyx

µµ
µµ

ϕ
+

= , де )( 1

11

1

1

1

12

1

1 xyyxsignz µµ −= , 

 
),(

),(
),(

1

1

1

1

1

12

1

111

1

1

1
yx

yx
yx

µµ
µ = . 

Виходячи з припущення про існування відповідної логарифмічної спіралі та з 

врахуванням того, що оператор Q  не змінює норму, очевидним є 

співвідношення: 

)),(),(),((221
12

1
11

2
1

2
13

1
1

1
12001),(

yxyxyx
eyxyx

ϕϕϕλµµ ++−+= . 

Аналогічно 

)),(),(),(),(),(),((221
22

1
21

2
2

2
23

1
2

1
22111

2
1

2
13

1
1

1
12001),(

yxyxyxyxyxyx
eyxyx

ϕϕϕϕϕϕλµµ +++++−+= , 

… 

))),(),(),(((
221

2
1

1

22
3

11
2

1
111

),(
iiii

n

i
ii yxyxyx

nn eyxyx
ϕϕϕλ

µµ
++− ∑

=
−−

+= . 

(тут yyxx == 00 , ). 

Маємо нескінченну кількість трансцендентних рівнянь , невідомими у 

яких є 21 , µµ ,λ  та yx, . Така система в загальному випадку є несумісною в 

силу специфічного трансцендентного характеру цих рівнянь.  

Визначимо, при яких умовах система може бути сумісною. Нехай  

constyx == 11 ),( ϕϕ , constyx == 22 ),( ϕϕ , constyx == 33 ),( ϕϕ . 

Перші дві умови означають, що матриці Q  та R  можуть бути лише 

матрицями повороту. Співвідношення  
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),(),(

)()(
arccos),(

1
1

1
1

1
12

1
11

21
12

21
111

1
1
13

yxyx

yx
zyx

µµ

µµ
ϕ

+
=  

стає константою, якщо 21 µµ = , причому 03 =ϕ . 

Тоді система матиме вигляд: 

)(22 321),(
ϕϕϕλµ ++−+= eyxyx , 

)222(222 321),(
ϕϕϕλµ ++−+= eyxyx , 

… 

)(22 321),(
ϕϕϕλµ nnnn eyxyx

++−+= . 

або 

)( 321 ϕϕϕλµ ++−= e ,
)222(2 321 ϕϕϕλµ ++−= e , 

… 

)( 321 ϕϕϕλµ nnnn e
++−= , 

… 

Очевидно, що така система є сумісною і може бути розв’язана відносно 

параметра λ . Твердження доведене. 

Розглянемо як приклад оператор (4.6): 












−+++

−++−+
=









cycc

cxcc

ycyyxx

xcyyxx

y

x
A

))((2

)()(~
22

. 

Тоді за визначенням Якобіана, маємо: 









++

+−+
=

∂
∂

=
)(2)(2

)(2)(2
),(),(1

xxyy

yyxx
yx

x

A
yxA
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, 








 −
=

cc

cc

xy

yx
A

22

22
)0,0(1 , 








 −
+















 −
=+

∂
∂

=
xy

yx

y

x

xy

yx
xx

x

A
xA

cc

cc

222

22
)(

0
~

~
22

ε . 

Звідси 
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






 −
=

xy

yx
x

2
)(

22

ε , 







=

y

x
x ,

2
)( xx =ε ,

2

)( xAxA
ii =ε . 

Враховуючи співвідношення (4.8) , маємо: 

c

n

ccc

n

c
nn

x

xA

x

xA

x

xA

x

x
xxxA ~2

~

1...~2

~

1~2

~

1~2
1~2

~
12 −

++++= .  

Тоді можемо проаналізувати збіжність ряду: 

∑∑∑∑
∞

=

−−∞

= ++

∞

= ++

∞

= +
=≤=

0

11

0
11

222

0
11

2

0
1

~2
~2

~2

~2

~
)

~
(

i

i

c
i

i
i

c
i

i

c
i

i
i

c
i

i

i
i

i

xCx
xx

Cxx

xx

xA

x

xA

λ

ε
. 

Очевидно, що ряд збігається, якщо 
2

1~ <cx . Тоді завжди можемо вибрати таке 

значення x , що матиме місце співвідношення (4.16). 

 

4.3 Моделювання колективних ефектів солітонної взаємодії  

Зауважимо, що хвильові процеси існують у різноманітних середовищах, 

при цьому солітоноподібні хвилі виникають як правило у випадках, коли має 

місце деякий рух, середовище є динамічним. Саме в динамічних середовищах 

як правило виконуються умови генерації таких хвиль. Наприклад, рухомі 

заряджені частинки випромінюють електромагнітні хвилі , максимум 

випромінювання яких поширюється в напрямку вектора швидкості. Таким 

чином, для математичного моделювання середовища, де існують хвильові 

процеси, необхідно розглядати об’єкти двох видів–саме середовище та хвилі. 

При цьому середовище можна моделювати у рамках різноманітних 

наближень – корпускулярного підходу, структурно-феноменологічного 

підходу чи виходячи з поняття суцільного середовища, де дискретність 

будови ігнорується. В нашому випадку розглядатимемо лише відокремлені 

хвилі, які характеризуються обмеженістю області локалізації. Тоді будемо 

моделювати поширення у відповідному просторі точок максимуму 

відповідних збурень.  
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4.3.1 Моделювання колективних ефектів солітонної взаємодії на 

основі енергетичних функцій 

Будемо розглядати динамічну систему виду: 

0{ , , , , , , }T G G X A I EΣ =  (4.16) 

де RtT ⊂= ],0[
1

 - часовий інтервал дослідження ; nRG ⊂ - множина станів 

(фазовий простір);
0

G - множина, GG ⊂
0

, що визначає початкові положення 

точок в яких генеруються відокремлені хвилі; GGTTX →××: -оператор, що 

визначає траєкторії точок системи (базовий закон руху) ( 
00

),(),,( xstXxstX =  

визначає положення деякої точки системи в момент часу t , st ≥ , яка в 

момент часу s  знаходилась в положенні 
0

x ); GGTTA →××: -оператор, що 

визначає поширення випромінювання (відокремлених хвиль) в просторі-часі 

(тобто ),,(
0

xstA  визначає положення у фазовому просторі точки 

максимального збурення , що виникла в точці 
0

x  в момент часу s ; I  - закон 

виникнення нових локалізованих збурень; +→× RGTE : - енергетична 

функція . 

Нехай 
0

G - це деяка скінчена множина випадкових векторів, що мають 

рівномірний розподіл в області G .  Будемо вважати, що система є відкритою, 

тобто в області nRG ⊂  в процесі дослідження з’являються нові локалізовані 

збурення. Нехай дисципліна виникнення нових точок локалізованих збурень 

така, що виконується умова: 

min min 00 : , : ( ) ,   [ , ] :  P{ Ø} 1.tS S t t T S Gε ε εε ε ε µ ε∃ > ∀ ≥ ∀ = ∀ ∈ ∩ ≠ =   (4.17) 

Будемо вважати, що кожна точка системи ti Gx ∈  в кожен момент часу 

t  породжує відокремлену хвилю, яка рухається в напрямку вектора   

iiiii xxAxxAxA −−=
~

/)
~

()(||  з деякою швидкістю, де xxfxA += )(
~

.  

Визначимо деяку скалярну функцію ),( txp , яку будемо інтерпретувати  

як модуль вектора швидкості хвилі, ),(),( txptxv = . Тоді сам вектор  
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швидкості в точці x  буде мати вигляд: )(),(),(
||

xAsxpsxv = . 

Нехай ),,,( Axstr  - функція, яка описує координату хвилі, що 

породжена  в точці x  в момент часу s  і рухається в напрямку відповідного 

вектора. Легко показати, що ця функція задовольняє рівняння: 

||( , , , ) ( ( , , , ) ( ) .

t

s

r t s x A p r s x A A x d xτ τ= +∫   (4.18) 

 Введемо функції, що описують вплив локалізованих збурень. Нехай Eε

- це мінімальна відстань, за межами якої вплив відокремленої хвилі на 

довільну точку системи можна вважати нульовим. Нехай  xxActxp −=
~

),( . 

Тоді при 1=c  можемо визначити енергетичну функцію так:  

0

0( ) ( )

0 ( )

( , ) ( ) ,

E

t t

A s t t s

S z

E z t C f x dxds

ε

ξ

−

− −
= ∫ ∫ ɶ ɶ   (4.19) 

де
0

)()(
~

00 t
sttXstt ξ−−=−−ξ , }|:|{)(

E
zxxzS

E
εε ≤−= , С-деяка константа. В 

такому випадку при 
0

tts −→  
000

)0()(
~

ξ=ξ=−−ξ Xstt . Очевидно, що при 

∆+= 0tt  та малому ∆   

000
)()(

~
)(

~
ξ≈ξ−∆=−∆ξ=−−ξ sXsstt .  

Тоді ∫ ∫
−

ξ

ε

=
0

0
0 )(

)(
~ )(),(

tt

zS
sA

dsdxxfCtzE

E

t

 або 

0

0
( )

0 ( )

( , ) ( ) .
t

E

t t

A s

S z

E z t f x dxds

ε

ξ

−

= ∫ ∫ ɶ  (4.20) 

Зауважимо, що при моделюванні колективних процесів взаємодії  

відокремлених хвиль, коли 1>>c , представляє також інтерес вивчення 

енергетичної функції виду: 

0 0

0 0

( )

( ) ( )

0 ( ) 0 ( )

( , ) ( ) ( ) .
t t

E E

t t c t t

A cs A s

S z S z

C
E z t C f x dxds f x dxds

c
ε ε

ξ ξ

− −

= =∫ ∫ ∫ ∫ɶ ɶ   (4.21) 
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Виходячи, наприклад, з моделі тонкого гравітуючого газового диску, 

логічно розглянути такий базовий закон руху, при якому всі точки, що 

породжують солітоноподібні хвилі, рухаються до центру і характер зміни їх 

щільності не впливає на можливі екстремуми енергетичної функції 

(зростання щільності, наприклад, в центрі призводить до рівномірного 

поширення хвиль у всі сторони, енергія розсіюється). Іншими словами ми 

вважаємо, що в кожен момент часу загальний розподіл виходячи з базового 

закону руху є таким, що всі точки, які породжують  солітоноподібні хвилі, є 

рівномірно розподіленими. Враховуючи описані вище міркування, 

розглянемо  енергетичну функцію  виду: 

0

2
1 1

( )

0 ( )

( , ) ( ) ( ) ( , ( ) ) ,
t

E

t

A s

S z

E z t f x AA s x s AA s x dxds

ε

ξ
ψ− −= ∫ ∫ ɶ   (4.22) 

де )(
0)(

~ zf
tA ξ

-щільність вектора 0)(
~

ξtA . Функцію (.,.)ψ  виберемо у вигляді: 

xsAIAs
exsAIAs

)()(/1
1

))()(,(
−−−− =−

α
ψ .  

Приклад 1 Розглянемо ситуаційний стан системи, коли всі елементи 

рухаються по колу у площині. Тоді закон руху визначатиметься системою 

рівнянь: 

'( ) ( ),

'( ) ( ).

x t y t

y t x t

= −


=
 

Запишемо енергетичну функцію  для такого руху. Маємо: 

0

2
1 1

( )

0 ( )

( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ( ) ( ) ) .
t

E

t

A s

S z

E z t f x A I A s x s A I A s x dxds

ε

ξ
ψ− −= − −∫ ∫ ɶ

 

 

Відзначимо, що )(
0

)(
~ xf

tsA ξ
 є щільністю рівномірного розподілу в крузі 

відповідного радіусу.   

Адже перетворення xxAx 






 −
=−

01

10
 є перетворенням повороту. Тоді 
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2 2

2

2 2

1 1 / 1 / 1
( ) ( ) 1 .

1 / 1 1 / 1

t t t t
A t x x t Ax x x t x

t t t t

 − + − + 
 = + − = = +     + + 

Отже, 

вектор ξ)(tA  має рівномірний розподіл в крузі радіуса 
21 .t+ Знайдемо 

xsAA )(1−  Маємо: 










++−

++
=−

)1/(1)1/(

)1/()1/(1
)(

22

22
1

ttt

ttt
tA , 

xAx 






 −
=

11

11
, 

2 2

1

22 2

1 2

2

1 2

0 1 11 / (1 ) / (1 ) 1
( ) ( )

1 0 11/ (1 ) 1 / (1 )

1
.

1

tt t t
A I A t x x x

ttt t t

tx x

x txt

− − − + +   
− = = =    +− + +    

− 
=  ++  

 

Тоді )(
)1(

1
)()( 2

2
2
12

2
1 xx

t
xsAIA +

+
=− − , 

∫ ∫
−−−−−=

t

zS

xsAIAs

sA
dsdxexsAIAxftzE

E

t
0 )(

)()(/2
1

)(
~

1

0

)()()(),(
ε

α

ξ = 

.
)1(

)(
)1(

1

)1(

1

0 )(

/1

22

2
2

2
1

0 )(

/12
2

2
122

2
2

2
1

2

2
2

2
1

2

∫ ∫

∫ ∫

++−

++−

+

+
=

=+
++

=

t

zS

xxss

t

zS

xxss

dsdxe
s

xx

dsdxexx
ss

E

E

ε

ε

α

α

π

π
 

Легко бачити, що функція ),( tzE  є монотонно спадною по z. Це означає, що 

максимальна енергія випромінювання  зосереджується на границі круга. 

Приклад 2  При моделюванні процесу руху частинок, що породжують 

солітоноподібні хвилі , коли дотична до траєкторії визначається оператором 

 (4.5), закон руху описується  наступною системою диференціальних рівнянь: 

2 2'( ) ( ) ( ) ( ) ,

'( ) 2 ( ) ( ) ( ) .

x

y

x t x t y t x t c

y t x t y t y t c

 = − − +


= − +  
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Вектори ( , )x Ax  утворюють деяке векторне поле. Наприклад, для 

випадку 2R  та значень параметрів 0.02, 0.26
x y

c c= − =  відповідне поле 

зображено на Рис.4.5-4.6. Безумовно, що для моделювання просторових 

об’єктів представляє інтерес  тривимірний аналог оператора (4.4): 

















+

+

+−−

=
















z

y

x

cxz

cxy

czyx

z

y

x

A

2

2

222

, (4.23) 

де 
zyx

ccc ,,  -деякі параметри.  

  

 

Рис.4.5 Векторне поле оператора (4.5) 
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M N, ( )

 

 

Рис.4.6 Векторне поле оператора (4.5) при зміні масштабу 

Будемо розглядати деяку множину солітоноподібних хвиль, рівномірно-

розподілену в певній області, взаємодія яких з поверхнями Пуанкаре 

задаватиметься оператором (4.23).  

Якщо  відокремлена хвиля рухається по дотичній до неперервної 

траєкторії породжуючого її об’єкту, то рівняння руху матиме вигляд: 

2 2 2'( ) ( ) ( ) ( ) ( )

'( ) 2 ( ) ( ) ( )

'( ) 2 ( ) ( ) ( )

x

y

z

x t x t y t z t x t c

y t x t y t y t c

z t x t z t z t c

 = − − − +


= − +
 = − +

 (4.24) 

Тут врахувано той факт, що ( '( ), '( ), '( ))x t y t z t задає дотичну до кривої, що 

проходить через точку ( ( ), ( ), ( ))x t y t z t  . Запишемо (4.24)  у вигляді: 

)()(
~

)(' txtxAtx −=   (4.25) 

де ))(),(),(()( tztytxtx = , A
~

- відповідний оператор. 
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Будемо розв’язувати систему (4.25) при різних початкових значеннях. 

Для зручності можемо взяти в якості початкових значень 8 точок  

послідовності ітераційного процесу (4.11), стартуючи, наприклад, з точки 

(0, 0.34,0.23).−  

Тоді отримуємо траєкторії, зображені на рис. 4.7. 

 

Рис. 4.7 Приклад характеристичних кривих 

 

Рис. 4.8 Характеристичні криві при cx=0.12 ,  cy=0.24,   cz=-0.34. 

R S, T,( )
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На Рис. 4.8 зображені розв’язки (4.25) при інших значеннях початкових 

точок: cx=0.12 ,  cy=0.24,   cz=-0.34. Аналіз розв’язку відповідних систем  

показує, що він при  t → ∞  (біжуча точка відповідної кривої) завжди 

збігається до нерухомої точки операторат А. Можна показати, що оператор 

(4.25) має дві нерухомі точки, одна з яких є асимптотично стійкою за 

Ляпуновим а інша-нестійкою (див. Додаток Б3). 

 

 

 

4.3.2 Функції щільності розподілу солітоноподібних хвиль в 

динамічних системах з випромінюванням 

Розглядатимемо систему (4.24). В подальшому нам будуть необхідні 

наступні допоміжні результати: 

1. Система рівнянь cxA =
~

, ),,( zyxx = ),,(
zyx

cccc =  має єдиний 

розв’язок-(0,0,0). 

2. Система zxA =
~

, ),,(
321

zzzz =  має два розв’язки: 

2 2 2

1 1 2 3

1 1
( ) ( ) ( ) ,

4 4
x x y zp c z c z c z c z= ± − + − + − + −  

2 3
( , ( ) / 2 , ( ) / 2 ).

y z
p z c p z c p− −  

3. Система ctxxAtx =−+ )
~

(  має два розв’язки: 

(0,0,0)  та  )0,0,/)1(( tt − . 

4. Система zxxAtx =−+ )
~

(  має розв’язки: 

а) при 021 ≠+− xtt  : 2 3
( , ( ) / (1 2 ), ( ) / (1 2 )),

y z
p z tc t tp z tc t tp− − + − − +  

2 2 4 2 2

1 1 11 16 ( ) 8 ( )( 1) ( 1) ( ) 4 ( ) ( 1)
,

2

x x xt t t t tc z t t c z t tc z t
p

t

α− ± − − − + − − − − + −
=

2 2 2

1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) .
x y z

t tc z tc z tc zα = − + − + −  

б) при 021 =+− xtt  та 
y

tcz =
2 z

tcz =
3

 будемо мати безліч розв’язків виду  
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),,
2

1
( zy

t

t −
, 

2
2 2 ( 1)

.
4

x

t
y z tc

t

−
+ = −  

Лема 7 Система рівнянь zxxAtx =−+ )
~

(  при 021 ≠+− xtt  має  дійсні 

розв’язки виду: 

1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3( ( , , , ), ( ) / (1 2 ( , , , )), ( ) / (1 2 ( , , , )))y zp t z z z z tc t tp t z z z z tc t tp t z z z± ± ±− − + − − + , де 

1 2 3 1 2 3 1

1 1
( , , , ) ( , , , ) ( , )

2 2

t
p t z z z t z z z t z

t t
α β±

−
= ± −ɶ , 

2
2 2 2

1 2 3 2 3 1

( 1)
( , , , ) ( ) ( ) ( )

4
y z x

t
t z z z tc z tc z tc z

t
α

−
= − + − + − −ɶ , 

1

2

1
4

)1(
),( z

t

t
tczt x −

−
−=β , ),,(),,,( 321321 zzzzxxxx == . 

Доведення 

Маємо систему рівнянь: 

 

2 2 2

1 1 1 2 3 1

2 2 1 2 2

3 3 1 3 3

( ),

(2 ),

(2 ).

x

y

z

z x t x x x c x

z x t x x c x

z x t x x c x

 = + − − + −


= + + −


= + + −

 (4.26) 

З другого та третього рівнянь системи (4.26) знаходимо: 
txt

tcz
x

y

1

2

2
21 +−

−
= , 

txt

tcz
x z

1

3

3
21 +−

−
= .  Підставляючи ці співвідношення у перше рівняння та 

зробивши заміну змінних 
t

ts
x

2

1
1

−+
= , можна отримати алгебраїчне рівняння 

четвертого порядку відносно змінної s , яке легко може бути зведене до 

квадратного заміною γ=2s . Це рівняння має вигляд: 

0))()((4))1()(4( 2

3

2

2

222

1

4 =−+−−−−−+ zyx tcztcztstztcts . 

Звідси  

2 2 4 2

1 1

1
16 ( ) 8 ( )( 1) ( 1) 4 ( ) ( 1) .

2
x x

s t t t tc z t t t tc z tα= ± − − − + − − − + −  

Зауважимо, що мають місце очевидні співвідношення:  
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2 2 4 2

1 2 3 1 1 2 3

1
8 ( , , , ) 4 ( )( 1) ( 1) 8 ( , , , ),

2
xt t z z z t tc z t t t t z z zα α− − − + − = ɶ   (4.27) 

)).,(),,,(~(4)1()(4),,,(~16 1321

2

1321

2
ztzzztttztctzzztt x βαα −=−+−−  

Тоді, враховуючи відповідну заміну змінних та наведені вище 

співвідношення (4)-(5), безпосередньо знаходимо розв’язки системи у 

вигляді, записаному в формулюванні леми. 

Лема 8 Нехай ξ - випадковий вектор, сумісна щільність якого 

описується функцією ),,( 321 zzzfξ  у деякій області G  та рівна 0 за межами 

цієї області. Тоді щільність випадкового вектора ξξξξη )(
~

)
~

( tAAt =−+=  при 

t

t
z

2

1
1

−
≠ має вигляд:   


















∉

∈∉∈

∉∈∈

∈∈
+

=

−
−

−
+

−
−

−
−

−
+

−
+

−
−
−

−
+

GtAz

GtAGztAGtAz
zzztt

ztAf

GztAGztAGtAz
zzztt

ztAf

GztAGtAz
zzztt

ztAfztAf

zf
tA

)(
~

,0

 )(
~

,)(
~

  ,)(
~

,
),,,(24

))(
~

(

  )(
~

,)(
~

   ,)(
~

,
),,,(24

))(
~

(

)(
~

,)(
~

,
),,,(24

))(
~

())(
~

(

)(

11

321

2/3

1

11

321

2/3

1

1

321

2/3

11

)(
~

γ

γ

γ

ξ

ξ

ξξ

ξ  (4.28) 

де ),,,(~
321 zzztα , ),,,( 321 zzztp± , ),( 1ztβ  – визначені в лемі 1,  

),,,,((),,)((
~

321321

1 zzztpzzztA T

±
−
± =  

2 1 2 3 3 1 2 3
( ) / (1 2 ( , , , )), ( ) / (1 2 ( , , , ))),

y z
z tc t tp t z z z z tc t tp t z z z± ±− − + − − +  

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1
( , , , ) ( , , , )( ( , , , ) ( , )).t z z z t z z z t z z z t zγ α α β= −ɶ ɶ  

Доведення 

 Під дією оператора )(
~

tA  випадковий вектор ),,( 321 ξξξξ =   

відображається у вектор ),,( 321 ηηηη = , де )( 1

2

3

2

2

2

111 ξξξξξη −+−−+= xct ,

)2( 22122 ξξξξη −++= yct , )2( 33133 ξξξξη −++= zct .  

Нехай )(
~ 1 tA −

 - оператор, що визначає прообраз. Розглядаючи записані  
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вище співвідношення як систему рівнянь відносно невідомих 321 ,, ξξξ , 

можемо її розв’язати  при умові, що 
t

t

2

1
1

−
≠ξ і отримати  (див. Лему 7) два 

дійсних розв’язки ( у відповідності до цього вище і було введене позначення 

– TzzztA ),,)((
~

321

1−
± ). Оскільки, за умовою леми, вектор  ),,( 321 ξξξξ =  має 

щільність ( тобто його розподіл не є сингулярним), то справедливі наступні 

прості міркування: 

1 1

1 1
{ ( ) } { ( ) / } { }

2 2

t t
P t A dz P t A dz P

t t
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

− −
+ − ∈ = + − ∈ ≠ ≠ +ɶ ɶ  

1 1

1 1
{ ( ) / } { }

2 2

t t
P t A dz P

t t
ξ ξ ξ ξ ξ

− −
+ + − ∈ = = =ɶ  

1 1

1

1 1
{ ( ) / } { }

2 2

1
{ ( ) / }.

2

t t
P t A dz P

t t

t
P t A dz

t

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

− −
= + − ∈ ≠ ≠ =

−
= + − ∈ ≠

ɶ

ɶ

 

Нехай )(ξη Ф= , YtAYФ )(
~

)( = . Як відомо [184], має місце співвідношення:  

1
1 ( ( ))

( ) ( ( )) / ,
Ф Ф Y

f Y f Ф Y
X

η ξ

−
− ∂

=
∂

  (4.29) 

де 
X

YФФ

∂
∂ − ))(( 1

- модуль Якобіана відповідного перетворення, ηξ ff , -

щільності відповідних векторів. В нашому випадку обернене перетворення  

до Ф визначається неоднозначно. Отже, співвідношення (4.29) не може бути 

використане безпосередньо. Модифікуємо співвідношення (4.29): 

=
−

≠∈=
−

≠∈−+ }
2

1
/)(

~
{}

2

1
/)

~
({ 11

t

t
dztAP

t

t
dzAtP ξξξξξξ

 

1 1

1 1

1 1
{ ( ) / } { ( ) / }

2 2

t t
P dA t z P dA t z

t t
ξ ξ ξ ξ− −

+ −

− −
= ∈ ≠ + ∈ ≠ =

1 1
1 1( ( )) ( ( ))

( ( )) / ( ( )) / .
Ф Ф Y Ф Ф Y

f Ф Y f Ф Y
X X

ξ ξ

− −
− −+ −

+ −

∂ ∂
= +

∂ ∂
 

Знайдемо Якобіан, записаний у останньому співвідношенні. 
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),(4)21()21(

2102

0212

2221
)( 2223

zyttxttxt

ttxtz

ttxty

tztyttx

x

xФ
++−++−=

−+

−+

−−−+

=
∂

∂

 

 
x

zФФ
tcz

s

t
tcz

s

t
s

x

zФФ
zy ∂

∂
=−+−+=

∂

∂ −
−

−
+ ))((

)(
4

)(
4))(( 1

2
3

2
2

2

2
3

1

, 

де
2

1 )1()(42
2

1
−+−−= tztcts xτ ,

42

1

2
)1(

2

1
)1)((48 −+−−−= ttztctt xατ , 

2

3

2

2

2

1 )()()( ztcztcztc zyx −+−+−=α . 

Легко показати, що має місце рівність:  

2/)))1()(4(())(4)(4( 2

1

2

3

22

2

24 ττ −−−−=−+−+ tztcttczttczts xzy . 

Звідси =−+−+ ))(4)(4/( 2

3

22

2

24

zy tczttcztss
 

2 2

1 1

2 2

1 1

2 4 ( ) ( 1) / 2 2 4 ( ) ( 1)

(4 ( ) ( 1) ) / 2 ( 2 4 ( ) ( 1) )

x x

x x

t tc z t t tc z t

t tc z t t tc z t

τ τ

τ τ τ τ

− − + − − − + −
= = =

− − − − − − + −
 

2

1

1
.

2 4 ( ) ( 1)xt tc z tτ τ
=

− − + −
 

Тоді, враховуючи, що ξ  має  розподіл з щільністю ),,( 321 zzzfξ  в G а 

також специфіку )(
~ 1 tA − , отримуємо функцію щільності у вигляді: 


















∉

∈∉∈
−+−−

∉∈∈
−+−−

∈∈
−+−−

+

=

−
−

+
−

−
−

−
−

+
−

−
+

−

−
−

−
+

GtAz

GztAGztAGtAz
tztct

zФf

GztAGztAGtAz
tztct

zФf

GztAGtAz
tztct

zФfzФf

zf

x

x

x

tA

)(
~

,0

 ))(
~

(,))(
~

(  ,)(
~

,
))1()(42(

))((

  ))(
~

(,))(
~

( ,)(
~

,
))1()(42(

))((

,)(
~

,)(
~

,
))1()(42(

))(())((

)(

11

2

1

1

11

2

1

1

1

2

1

11

)(
~

ττ

ττ

ττ

ξ

ξ

ξξ

ξ
 

Враховуючи співвідношення 
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)),(),,,(~)(,,,(~32))1()(42( 1321321

32

1 ztzzztzzztttztct x βααττ −=−+−−  та 

умову 
t

t
z

2

1
1

−
≠ , отримуємо відповідний вираз для функції щільності.  Лема 

доведена.  

Наслідок  Нехай функція ),,( 321 zzzfξ  відмінна від 0 у області G . Тоді 

область, де функція щільності (4.6) рівна ∞  (не визначена) має вигляд: 

∪
0>

∞∞ Ω=Ω
t

t  де  
2

1 2 3 1 2 3

( 1)
{( , , ) : , , } .

4

t

x y z

t
z z z z tc z tc z tc G

t
∞

−
Ω = ≤ − = = ∩  

Таку область легко отримати, якщо прирівняти до 0 вирази, що стоять у 

знаменнику дробу в співвідношенні (4.40) та проаналізувати рівняння виду: 

0),,,(~
321 =zzztα  , )

4

)1(
(),,,(~

1

2

321 z
t

t
tczzzt x −

−
−−α =0. 

Лема 9 tzzz ∞Ω∈∀ ),,( 321  її прообразом ttA ∞
− Ω)(

~ 1  є множина виду: 

{ :),,
2

1
( Gzy

t

t
∈

−
)

4

)1(
(

1
1

2
22 z

t

t
tc

t
zy x −

−
−=+ } 

Доведення 

Розглянемо tzzz ∞Ω∈∀ ),,( 321 . Припустимо, що 021 ≠+− xtt . 

Тоді  прообраз  точки має вигляд: 

2 3
( ,( ) / (1 2 ),( ) / (1 2 )),

y z
p z tc t tp z tc t tp− − + − − +  

.
2

)1()(4)()1()1)((8)(161
2

1

2

1

42

1

2

t

tztctzcttztctttt
p

xxx
−+−−−−+−−−±−

=
α

А, оскільки zy tcztcz == 32 , , то 
t

t
p

2

1−
= . Отримали протиріччя. Отже, область 

t

∞Ω  є такою, де виконується умова: tzzz ∞Ω∈∀ ),,( 321  її прообраз має вигляд: 

{ :),,
2

1
( Gzy

t

t
∈

−
)

4

)1(
(

1
1

2
22 z

t

t
tc

t
zy x −

−
−=+ }.  

Лема доведена. 
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Лема 10 Щільність випадкового вектора ξ=ξ−ξ+ξ=η )(
~

)
~

( tAAt  , де ξ  

рівномірно розподілена в G , має вигляд:

  




















∉
∈∉∉

∈
−

≠∈

−
−

−−

−
≠∈∈

−
−

−−

=

−
−

+
−

−
−

+
−

−

,)(
~

,0

 ))(
~

(,))(
~

( або  ,))(
~

(

,))(
~

(  і  
2

1
,)(

~
,

))
4

)1(
(),,()(,,(24)(

1

2

1
,)(

~
,)(

~
,

))
4

)1(
(),,()(,,(22)(

1

)(

111

1

1

1

2

321321

2/3

1

1

1

2

321321

2/3

)(
~

GtAz

GztAGztAGztA

GztA
t

t
zGtAz

z
t

t
tczzzzzztG

t

t
zGztAGtAz

z
t

t
tczzzzzztG

zf

x

x

tA

ααµ

ααµ

ξ

 

 (4.30) 

де 2

1

2
2

3

2

2321 )
4

)1(
()()(),,( z

t

t
tcztcztczzz xzy −

−
−+−+−=α , )(Gµ - міра 

Лебега області G . 

Ця лема випливає з Леми 8. Повне її доведення наведено в додатку Б3. 

 

4.3.3  Локальні екстремуми енергетичних функцій  

Твердження 6 Нехай  xxActxp −=
~

),(  ,  

}),,
4

)1(
(:0min{

~
2

Gtctc
t

t
tcBtt

zyxt
∈

−
−=>=  

та виконуються умови:  

Gz ∈∀  : ),( zBsρ ≥ ( , ),s t
B Bρ ɶ   (4.31) 

2

1

( 1)
 .

4
x

t
z tc

t

−
≥ −

ɶ
ɶ

ɶ
  (4.32) 

Тоді існує такий моменти часу 
min

t  , що ttt
~

min
<<∀ екстремум 

енергетичних функцій  (4.20)  досягається в точці  
t

B~ . 

Доведення 

Покажемо, що ∫∫ ≤<∀∈∀
)(

)(
~

)(
)(

~ )()(:
~

,
00

τεε

ξξ
BS

sA
zS

sA

E

t

E

t
dxxfdxxftsGz . 
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Розглянемо функцію (4.30).  За наслідком з Леми 8 екстремум цієї 

функції   на інтервалі ]
~

,[
0

tt  досягається за межами області G  в точці 

),,
4

)1(
(

2

zyxs scsc
s

s
scB

−
−= , 0[ , ].s t t∈ ɶ

 Розглянемо довільну точку Gz ∈  та 

момент часу ]
~

,[
0

tts ∈ , )(
0

)(
~ zf

tsA ξ
 та )( ~

)(
~

0
tsA

Bf
tξ

. Покажемо, що )(
0

)(
~ zf

tsA ξ
 ≤  

)( ~
)(

~
0

tsA
Bf

tξ
. Зауважимо, що 2( , ) ( , ),ss z B zα ρ= ( , ) 0.

t
t Bα =ɶ
ɶ

 В силу умов 

твердженя: Gz ∈∀  ),(2 zBsρ ≥ ),( ~
2

ts BBρ  або ),,,( 321 zzzsα ≥ ( , ).
t

s Bα ɶ  Окрім 

того, 
2

1

( 1)
.

4
x

t
z tc

t

−
≥ −

ɶ
ɶ

ɶ
Тоді  

)
4

)1(
(),,,( 1

2

321 z
s

s
sczzzs x −

−
−−α ≥

))~
4

)1
~

(~
(

4

)1(
(),(

22

~

t

t
ct

s

s
scBs xxt

−
−−

−
−−α . 

Звідси  маємо нерівності: )(
0

)(
~ zf

tsA ξ
 ≤  )( ~

)(
~

0
tsA

Bf
tξ

, 

∫∫ ≤<∀∈∀
)(

)(
~

)(
)(

~ )()(:
~

,
00 BS

sA
zS

sA

E

t

E

t
dxxfdxxftsGz

εε
ξξ , 

dsdxxfdsdxxftsGz
t

BS
sA

t

zS
sA

tE

t

E

t
∫ ∫∫ ∫ ≤<∀∈∀
~

0 )(
)(

~

~

0 )(
)(

~

~ 00

)()(:
~

,
εε

ξξ . 

Отже, )
~

,()
~

,( ~ tBEtzE t≤ . 

Твердження доведене. 

 В подальшому нам знадобляться наступні позначення: 

2
1

1 2 3

( 1)
( , , ),

4
x y z

t
z tc tc tc

t
ε ε ε

−
= − + + +

ɶ
ɶ ɶ ɶ

ɶ
 

2
2 2

2 1 2 2 2 3

2

( 1)
( , , ),

4
x y z

s
z s c s c s c

s
ε ε ε

−
= − − ∆ + + +  

Tst <≤ 2
~

, де 321 ,, εεε  - деякі достатньо малі числа, такі що  

2
2 2

2 2 2 2

2

( 1)
( ( ), , ),

4E x y z

s
z S s c s s c s c

s
ε

−
∈ − − ∆

2
1 ( 1)

( , , ),
4E x y z

t
z S tc tc tc

t
ε

−
∈ −

ɶ
ɶ ɶ ɶ

ɶ
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)( 2s∆  - таке додатнє число, що Gz ∈2 , 

2( 1)
min{ 0 : ( , , ) },

4
t x y z

t
t t B tc tc tc G

t

−
= > = − ∈ɶ  

2
2 2 2 2 2 2

1 2 3 2 3 1

( 1)
( , , , ) ( ) ( ) ( ) ,

4
y z x

t
t z z z t c tz t c tz t c tzα

−
= − + − + − −   

2
2

1 2 3 1 2 3 1

( 1)
( , , , ) ( , , , ) ( ),

4
x

t
t z z z t z z z t c tzβ α

−
= − − −  

2

1 1

( 1)
( , ) ( ).

4
x

t
t z tc z

t
β

−
= − −  

Твердження 7 Нехай швидкість поширення випромінювання в просторі 

xxAcxv −=
~

)(  , та виконуються умови:  

z G∀ ∈  ( , )sB zρ ≥ ( , )s t
B Bρ ɶ ,

  (4.33) 

2

1

( 1)

4
x

t
z tc

t

−
≥ −

ɶ
ɶ

ɶ ,
  (4.34) 

:0>∀t ts
~

2 >∀  

1
),,,(),,,(

),,,
~

(),,,
~

(
),(

2

3

2

2

2

12

2

3

2

2

2

12

1

3

1

2

1

1

1

3

1

2

1

1

2 ≤
++

++
=

zzztszzzts

zzzttzzztt
stg

βα

βα
 . (4.35) 

Тоді локальний екстремум енергетичної функцій (4.20) досягається в 

точці 
t

B~  при будь-яких значеннях ],0[ Tt ∈ , де },min{ 21 TTT =  , 

1 1

1 max{ : ( ) ( ) , },st
T t A t B G A t B G s t− −= ∩ ≥ ∩ ≥ɶ

ɶ ɶ ɶ  (4.36) 

(тут -потужність множини) 

}1),(:
~

:max{2 ≤≥∀= stgtstT .  

Доведення 

Покажемо, що TGz ∀∈∀ , таких, що виконуються (4.33-4.36), має місце 

нерівність: dsdxxfdsdxxf
T

BS
sA

T

zS
sA

t
E

t

E

t
∫ ∫∫ ∫ ≤
0 )(

)(
~

0 )(
)(

~

~ 00

)()(
εε

ξξ . 
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Без обмеження загальності можемо розглянути точки, що належить 

площині }/:),,{( yz cyczzyxP == . В силу специфіки функції (4.35) , її 

значення в будь-якій точці z  області G  в момент часу t  більше  від її 

значення в точці, що є проекцією точки z  на цю площину. Значення функції 

),( 1ztβ  для точки ),,( 321 zzzz =  та її проекції на площину однакові, а 

значення функції ),,,( 321 zzztα  в точці ),,( 321 zzzz =  менше, ніж у її проекції 

на відповідну площину. Дійсно, розглянемо вираз 2
3

22
2 )()( zctztc zy −+−  . 

Він являє собою квадрат відстані між точками ),( zy tctc  та ),( 32 zz  Але ж 

),( zy tctc
 

- це і є параметричне рівняння відповідної площини. Отже, 

екстремум енергетичної функції досягається у площині 

}/:),,{( yz cyczzyxP == .  В силу аналогічних  

міркувань можемо стверджувати, що екстремум досягається у області 

 }0,,,
4

)1(
:),,{(

2

>==
−

−≤ ttcztcy
t

t
tcxzyx zyx

 
при 0>yc . 

Покажемо, що має місце нерівність: dszfdszf
T

sA

T

sA tt
∫∫ ≤
0

1

)(
~

0

2

)(
~ )()(

00
ξξ . 

Зауважимо, що при досить великих значеннях s  може виконатись умова 

GsAz )(
~1 ∉  і тоді 0)( 1

)(
~

0

=zf
tsA ξ . Це стосується і значення )( 2

)(
~

0

zf
tsA ξ . В 

цьому  випадку без обмеження загальності можемо вважати, що T  - таке 

максимальне значення, при якому 0)( 1

)(
~

0

≠zf
tsA ξ . Розглянемо dszf

T

sA t
∫
0

1

)(
~ )(

0
ξ . 

В інтегралі зробимо заміну змінних )(yss =  так, щоб виконувалась умова:  

0 0

1 2

( ( )) ( )
( ) '( ) ( ).

t tA s y A y
f z s y f zξ ξ=ɶ ɶ  

Тоді для функції )(ys  отримаємо співвідношення: 

),,,(),,,(

),,),((),,),((

))((
~

)(
~

)('
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

1
3

1
2

1
1

1
3

1
2

1
1

11

21

zzzyzzzy

zzzyszzzys

GzysA

GzyA
ys

βα

βα

∩

∩
=

−

−

  (4.37) 
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Маємо: 

dyyszfdszf
Ts

s
ysA

T

sA tt
∫∫

−

−
=

)(

)0(

1

))((
~

0

1

)(
~

1

1 00

)(')()( ξξ . 

Нехай 0)0( =s  і, крім того, ∞<|)('| ys  (можна навести приклади таких 

значень параметрів системи, коли відповідні умови дійсно виконуються). 

Відмітимо, що 0)0(1 =−s . Тоді для порівняння інтегралів dszf
T

sA t
∫
0

2

)(
~ )(

0
ξ  та 

dszf
T

sA t
∫
0

1

)(
~ )(

0
ξ  досить оцінити лише величину )(1 Ts − . Покажемо, що 

TTs ≥− )(1 . Відмітимо, що 0)(' ≥ts  - це випливає з співвідношення (4.49). 

Отже, необхідно показати, що виконується нерівність: 

 )(TsT ≥  . ( 4.38) 

Розглянемо величину )( 2ss . Відмітимо, що  

2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 2 1 2 3( , , , ) (( ) ),s z z z sα ε ε ε= − ∆ + +  

2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 2 1 2 3 2 1( , , , ) (( ) ) ( ).s z z z s sβ ε ε ε ε= − ∆ + + + − ∆  

Тоді 
1 2 3

2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 2 1 2 3
0, 0, 0

( , , , ) ( , , , ) 0 .s z z z s z z z
ε ε ε

α β
→ → →

→  

А, оскільки, за припущенням, похідна є обмеженою, то повинна виконуватись 

умова: 
1 2 3

1 1 1 1 1 1

2 1 2 3 2 1 2 3
0, 0, 0

( ( ), , , ) ( ( ), , , ) 0 .s s z z z s s z z z
ε ε ε

α β
→ → →

→  Аналізуючи вигляд 

функцій ),,),(( 1

3

1

2

1

12 zzzssα  та ),,),(( 1

3

1

2

1

12 zzzssβ  легко бачити, що остання 

умова може виконуватись лише у випадку, коли tss
~

)( 2 = . Отже, при 2sT =  

22

~
)( stss ≤= . Нерівність (4.50) виконується. Тоді з врахуванням умови 

GzsAGztA ∩≥∩ −− 2

2

111 )(
~

)
~

(
~

 маємо: 

1 2 1 1 1 1 1 1
2 1 2 3 1 2 3

2 1 1 2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 2 1 2 3

( ) ( , , , ) ( , , , )
'( ) 1.

( ) ( , , , ) ( , , , )

A s z G t z z z t z z z
s s

A t z G s z z z s z z z

α β

α β

−

−

∩
= <

∩

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ
  

Покажемо, що tttsst +≤+∀ ~
)(  2 . В силу виконання останньої 

нерівності маємо: ∆+=∆+≤∆+>∆∃ tssss
~

)()(:0 22 . Припустимо, що існує 
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20 : ( ) .y s s y t y> + > +ɶ  Нехай max 2sup{ : , ( ) }.t t t y s s t t t= < + ≤ +ɶ Очевидно, що 

2 max max( ) .s s t t t+ = +ɶ Тоді 

1 2 1 1 1 1 1 1
2 max max 1 2 3 max 1 2 3

2 max 1 1 2 2 2 2 2 2
max 2 max 1 2 3 2 max 1 2 3

( ) ( , , , ) ( , , , )
'( ) 1.

( ) ( , , , ) ( , , , )

A s t z G t t z z z t t z z z
s s t

A t t z G s t z z z s t z z z

α β

α β

−

−

+ ∩ + +
+ = <

+ ∩ + +

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 Отже, 11212max1
~

)()(: ∆+=∆+≤∆+>∆∃ tsssst . Отримали протиріччя. Отже 

, tttsst +≤+∀ ~
)(  2  .  

Розглянемо )(ts  при довільному значенні t . Оскільки ця функція 

монотонно зростаюча і tss
~

)( 2 = , то tts ≤)(  при tt
~≥ . В противному випадку 

отримаємо протиріччя з тим, що tss
~

)( 2 = . 

 Розглянемо  випадок tt
~< .  В силу умови (4.45) : Gz ∈∀  ),(2 zBsρ ≥

),( ~
2

ts BBρ  або 2

321 /),,,( szzzsα ≥ 2
~ /),( sBs
t

α . В силу умов теореми:  

t

t
ctz x ~

4

)1
~

(~
2

1

−
−≥ .Тоді  

2 2 2

1 2 3 1

( 1) ( 1) ( 1)
( , , , ) ( ) ( , ) ( ( )).

4 4 4
x x xt

s s t
s z z z sc z s B sc tc

s s t
α α

− − −
− − − ≥ − − − −ɶ

ɶ
ɶ

ɶ

Звідси  маємо нерівності:  )(
0

)(
~ zf

tsA ξ  ≤  )( ~
)(

~
0

tsA
Bf

tξ , 

∫∫ ≤<∀∈∀
)(

)(
~

)(
)(

~ )()(:
~

,
00 BS

sA
zS

sA

E

t

E

t
dxxfdxxftsGz

εε
ξξ , 

.)()(:

~

0 )(
)(

~

~

0 )(
)(

~

~ 00

dsdxxfdsdxxfGz
t

BS
sA

t

zS
sA

t
E

t

E

t
∫ ∫∫ ∫ ≤∈∀

εε
ξξ  

Отже, )
~

,()
~

,( ~ tBEtzE t≤ . Твердження доведене. 

Розглянемо ще декілька варіантів останнього твердження. 

Нехай  ;
),,,(),,,(

),,,
~

(),,,
~

(
),,(

2
3

2
2

2
12

2
3

2
2

2
12

1
3

1
2

1
1

1
3

1
2

1
1

2
zzztszzzts

zzzttzzztt
stg

++

++
=∆

βα

βα
 

)(ys - функція, що  є розв’язком задачі Коші виду: 

1 1 1 1 1 1

1 2 3 1 2 3

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

( ( ), , , ) ( ( ), , , )
'( ) ,

( , , , ) ( , , , )

s y z z z s y z z z
s y

y z z z y z z z

α β

α β
=   
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0)0( =s , ),,,(),,,(~
321321 zzzttzzzt αα = , ),(),,,(~),,,(

~
1321321 zttzzztzzzt βαβ −= . 

Твердження 7.1 Нехай швидкість поширення хвилі, що генерується в 

точці x  фазового простору, є постійною і визначається співвідношенням 

xxAcxv −=
~

)(  , та виконуються умови:  

Gz ∈∀  ),( zBsρ ≥ ( , ),s t
B Bρ ɶ   (4.39) 

2

1

( 1)
,

4
x

t
z tc

t

−
≥ −

ɶ
ɶ

ɶ
  (4.40) 

| '( ) | .s y < ∞  (4.41) 

Тоді локальний екстремум енергетичної функцій (4.20) досягається в 

точці 
t

B~  при будь-яких значеннях ],0[ Tt ∈ , де 1 2min{ , },T T T=   

1 1

1 max{ : ( ) ( ) , },st
T t A t B A t B s t− −= ≥ ≥ɶ

ɶ ɶ ɶ  (4.42) 

(тут -потужність множини) 

2 2 2max{ : : ( , , ) 1}.T t s t g t s= ∀ ≥ ∆ ≤ɶ   

Доведення цього твердження аналогічне доведенню попереднього. 

  

Рис.4.9 Крива }0),,,
4

)1(
({

2

>
−

−== ttctc
t

t
tcBH zyxt  



 

Відзначимо, що умови 

суттєві обмеження на область 

аналіз областей і отримат

доведення твердження

яка задається співвідношеннями (4

24.0=yc , 12.0−=zc  ε

Розглянемо криву  

у площині yz cycz /=

рис. 4.9. 

Бачимо,  що при малих значеннях 

зростанням значення 

досягнувши мінімальної відстані при деякому значенні 

віддаляється з часом від початку координат, прямуючи до 

функцію 
t

t
tcx

4

)1( 2−
−  

      

Відзначимо, що умови (4.39)-(4.41) є досить сильними і накладають 

суттєві обмеження на область G . Звичайно, можна провести детальніший 

аналіз областей і отримати більш компактні умови. Од

доведення твердження дещо ускладниться. Розглянемо детальніше область, 

ься співвідношеннями (4.39)-(4.41) . Нехай, наприклад, 

00001.0321 === εεε , 4.0
~ =t . 

Розглянемо криву  ),,,
4

)1(
({

2

>
−

−== ttctc
t

t
tcBH zyxt

 . Для згаданих значень параметрів вона зображена на 

що при малих значеннях  t   точка tB

зростанням значення t  крива H наближається до початку координат, 

досягнувши мінімальної відстані при деякому значенні 

віддаляється з часом від початку координат, прямуючи до 

 бачимо, що її екстремум досягається в точці 

Рис.4.10 Графік функції ),( 2stg

215 

) є досить сильними і накладають 

. Звичайно, можна провести детальніший 

умови. Однак, при цьому 

дещо ускладниться. Розглянемо детальніше область, 

Нехай, наприклад, 25.0−=xc , 

}0> , що знаходиться 

. Для згаданих значень параметрів вона зображена на 

t  прямує до ∞− . Із 

наближається до початку координат, 

досягнувши мінімальної відстані при деякому значенні 0t , після чого 

віддаляється з часом від початку координат, прямуючи до ∞+ . Розглянувши 

ї екстремум досягається в точці 
14

1

+− xc
.  
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При 25.0=
x

c  відповідне значення рівне 
1

0.70710.
4 1xc

=
− +

 При 

цьому спостерігаємо наступну поведінку функції 2( , )g t s  (див. рис.4.10, тут 

5.02 =s ). 

Дослідження показують, що із зростанням параметра 2s значення 

функції на відповідному інтервалі стає все меншим.  Отже, при такому 

значенні параметра xc  існує така область G , що виконується умова 

обмеженості функції 2( , , )g t s ∆  одиницею. При цьому виконання умов (4.40) 

та (4.41) очевидне.  

Окремо слід розглянути і множини tBtA ~
1 )(

~−  та sBtA )(
~ 1− . При деяких 

значеннях t  (починаючи з 0) потужність множин tBtA ~
1 )(

~ −  та sBtA )(
~ 1−  

однакова і рівна 1. Отже, існують такі значення параметрів xc , yc , zc  , та 

область G , при яких виконуються умови  твердження.  

Твердження 7.2 Нехай швидкість поширення відокремлених хвиль в 

просторі xxAcxv −=
~

)(  , }),,
4

)1(
(:0min{

~
2

Gtctc
t

t
tcBtt zyxt ∈

−
−=>= , 

та виконуються умови:  

Gz ∈∀  ),( zBsρ ≥ ),( ~
ts BBρ   (4.43) 

t

t
ctz x ~

4

)1
~

(~
2

1

−
−≥   (4.44) 

0),(2 <stf ts
~≥∀   (4.45) 

0<xc  (4.46) 

Тоді екстремум енергетичної функцій (4.35) досягається в точці 
t

B~  при 

будь-яких значеннях ],0[ Tt ∈ , де  

1 1max{ : ( ) ( ) , },st
T t A t B G A t B G s t− −= ∩ ≥ ∩ ≥ɶ

ɶ ɶ ɶ  (4.56) 

(тут -потужність множини). 
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Доведення цього твердження аналогічне доведенню твердження 8 ( див. 

додаток Б3). 

 Розглянемо детальніше щільність (4.30). Маємо довільну точку Gz ∈ . 

Проаналізуємо })(
~

,)(
~

{)(
~ 111 ztAztAztA

−
+

−
−

− = . Маємо: 

),,,,((),,)((
~

321321

1 zzztpzzztA T

±
−
± =  

))),,,(21/()()),,,,(21/()( 32133212 zzzttpttczzzzttpttcz zy ±± +−−+−−
,
 

),(),,,(~

2

1

2

1
),,,( 1321321 ztzzzt

tt

t
zzztp βα −±

−
=± , 

2

1

2

2

3

2

2321 )
4

)1(
()()(),,,(~ z

t

t
tcztcztczzzt xzy −

−
−+−+−=α , 

2

1 1

( 1)
( , ) .

4
x

t
t z tc z

t
β

−
= − −  

Легко бачити, що −∞=−
→

),,,(lim 321
0

zzztp
t

. Це означає, що GztA ∉−
− )(

~ 1
 при 

малому значенні t Gz ∈∀ .  

Розглянемо величину ),,,(lim
321

0
zzztp

t
+→

.  

Маємо: 

1 2 3 1 2 3 1

1 2 3 1

1 1
( , , , ) ( , , , ) ( , )

2 2

1 2 ( , , , ) ( , )
,

2

t
p t z z z t t z z z t t z

t t

t t t z z z t t z

t

α β

α β

+

−
= + − =

− + −
=

ɶ

ɶ
 

2

1 1
0 0

( 1) 1
lim ( , ) lim ( ) ,

4 4
x

t t

t
t t z t tc z

t
β

→ →

−
= − − = −  

2
2 2 2 2 2

1 2 3 2 3 1
0 0

( 1) 1
lim ( , , , ) lim (( ) ( ) ( ) ) .

4 16
y z x

t t

t
t t z z z t tc z tc z tc z

t
α

→ →

−
= − + − + − − =ɶ

 

Нехай 
1 2 3 1 2 3 1

( , , , ) ( , , , ) ( , ).t z z z t t z z z t t zγ α β= −ɶ  

Тоді 1 2 3 1 2 3 1
0 0 0

1 1 1
lim ( , , , ) lim ( , , , ) ( , ) lim ,

4 4 2t t t
t z z z t t z z z t t zγ α β

→ → →
= − = + =ɶ  
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2 2 2

1 2 3 2 2 3 3

2
2

1 1

( ( , , , )) 2( )(2 ) 2( )(2 )

( 1) ( 1)
2( )(2 ).

4 2

y y z z

x x

t t z z z t c z t tc z t c z t tc z
t

t t
t c z t tc z

α
∂

= − − + − −
∂

− −
+ − − − −

ɶ

 

Тоді 2

1 2 3 1
0

1 1
lim ( ( , , , )) .

2 4t
t t z z z z

t
α

→

∂
= +

∂
ɶ  

2

1 2 3

1
2

1 2 3

1 2 3

1 2 3 1

( ( , , , ))

( ( , ))
2 ( , , , )

( , , , ) ,
2 ( , , , ) ( , )

t t z z z
t t t z

tt t z z z
t z z z

t t t z z z t t z

α
β

α
γ

α β

∂
∂∂ −
∂∂

=
∂ −

ɶ

ɶ

ɶ

1 1 1
0 0

( 1) 1
lim ( ( , )) lim 2 ,

2 2
x

t t

t
t t z tc z z

t
β

→ →

∂ −
= − − = −

∂
 

1

1

1 2 3 1
0

1 1

12 4 ( )
1 2

2lim ( , , , ) 2 ,
1

2
2

t

z

z

t z z z z
t
γ

→

+
− −

∂
= =

∂
 

=
−+−

=
→+→ t

zttzzzttt
zzztp

tt 2

),(),,,(~21
lim),,,(lim

1321

0
321

0

βα
 

1 2 3 1 2 3
1

0 0

1 2 ( , , , ) 1 2 '( , , , ) 1
lim lim ,

2 2 2t t

t t z z z t z z z
z

t

γ γ
→ →

− + +
= = = +  

),,
2

1
(),,)((

~
lim 321321

1

0
zzzzzztA T

t
+=−

+→
. 

Отже, для того, щоб функція щільності була відмінна від 0 в точці 

GtAzzz )(
~

),,( 321 ∈  при 0→t , необхідно, щоб Gzzz ∈+ ),,
2

1
( 321  . 

 В такому випадку функція щільності визначається співвідношенням: 

),,
2

1
()( 321)0(

~ zzzfzf
A

+= ξξ . 

Отже, маємо умову, якій повинна задовольняти область G : GB
t

∈+ )0,0,
2

1
(~  .  
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 Розглянемо детальніше, який характер області, де щільність ненульова. 

Вигляд щільності залежить від того, яка потужність множини GztA ∩− )(
~ 1 . 

Позначимо через 1G -область, де 2|)(
~

| 1 =∩− GztA , 2G - 1|)(
~

| 1 =∩− GztA . На 

границі відповідних областей буде мати місце розрив функції щільності. 

Відмітимо, що t∀ ∃ така область G , що області 1G  та 2G  є непорожніми. 

Дійсно, розглянемо деяке значення t  та точку tB , що належить кривій H

}0),,,
4

)1(
({

2

>
−

−== ttctc
t

t
tcBH zyxt .   

Нехай, }
2

1
:),,{(

t

t
xzyxPt

−
==

 
та виконується умова Ø≠∩ tPG  , 

G
t

t
∈

−
)0,0,

2

1
( . В такому випадку існує таке значення ),,( 321 zzzz =  що 

),(),,,(~
1321 ztzzzt βα −

 
буде достатньо малим і точки 

))),,,(21/()()),,,,(21/()(),,,,(( 32133212321 zzzttpttczzzzttpttczzzztp zy ±±± +−−+−−   (4.47) 

будуть обидві належати області G , отже, область ≠1G Ø.  В той же час, 

віддаляючи точку ),,( 321 zzzz =  від  точки tB  будемо мати зростання 

відповідних виразів у представленні (4.47) і легко уявити область, коли одна з 

точок (4.47) вийде з неї, а інша ще залишатиметься в ній.  

Розглянемо наступний алгоритм конструювання області 1G . Починаємо 

з околу точки G
t

t
∈

−
)0,0,

2

1
( (виключаючи саму цю точку, де щільність не 

визначена). Тоді розглядаємо лише ті точки ),,( 321 zzzz =  з цього околу, для 

яких обидва прообрази належать G . Отже, при фіксованому значенні t  існує 

область, для якої =2G  Ø.  

Нехай значення t таке, що G
t

t
∉

−
)0,0,

2

1
( , 1<t . Тоді можемо підібрати 

таке значення ),,( 321 zzzz = , що Gzzztp ∈+ )0,0),,,,(( 321 , вибираючи великим 

лише значення 1z  , 
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1 2 3 1 2 3 1

1 1
( , , , ) ( , , , ) ( , )

2 2

t
p t z z z t t z z z t t z

t t
α β±

−
= ± − =ɶ  

1 2 3 11 2 ( , , , ) ( , )
.

2

t t t z z z t t z

t

α β− + −
=

ɶ
 

Однак, при цьому Gzzztp ∉− ),*,*),,,(( 321 . Отже, в цьому випадку можемо 

збудувати таку область G , що 1G =  Ø. Іншими словами, якщо ØtG P∩ = , 

причому 1<t , то щільність записується у вигляді (2). Тоді умова, що 

стосується потужностей областей прообразу в Твердженнях 7.1, 7.2, та 8.1, 8.2 

з Додатку Б3 може не враховуватись. 

 

4.3.4  Моделювання природних об’єктів спіральної структури 

Спіральні структури зустрічаються в природі дуже часто. Форму спіралі 

мають галактики, туманності, хмарність в циклонах-антициклонах, низка 

структур в живій природі, спіральні структури утворюються у відомій 

хімічній реакції Білоусова-Жаботинського. Зауважимо, що траєкторії низки 

об’єктів самі часто є просторовими спіралями, а поверхні, з якими вони 

взаємодіють - сферами. В таких випадках відповідні поверхні можемо 

вважати поверхнями Пуанкаре а відображення Пуанкаре добре 

апроксимуються операторами спеціального виду. Далі розглядатимемо 

конфігурацію множини взаємодій солітоноподібних хвиль з поверхнями 

Пуанкаре як послідовність операторних перетворень вихідної множини. 

Виходячи з специфіки підходу, описаного вище, в процесі моделювання 

будемо на кожній ітерації здійснювати перетворення координат усіх хвиль 

оператором А. При цьому вважатимемо, що локалізовані хвилі на початковій 

ітерації розміщені рівномірно у деякій області. Іншими словами, положення 

хвилі описуватимемо випадковим вектором ),,( 321 ξξξξ = , що є рівномірно-

розподіленим в області }11,11,11,),,{( 3

0
≤≤−≤≤−≤≤−∈= zyxRzyxG . Під 
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дією оператора А цей випадковий вектор відображається у вектор 

1 2 3( , , )η η η η= , де  

2 2 2

1 1 2 3 ,cxη ξ ξ ξ= − − +  

2 1 22 ,cyη ξ ξ= +  (4.48) 

3 1 32 .czη ξ ξ= +  

Знайдемо сумісну щільність цього вектора. Нехай ),,(),,(
321321

ξξξηηη ФT = . 

Як відомо [184], виконується співвідношення:  

1 1( ) ( ( )) / ( ( ))
Ф

f Y f Ф Y Ф Y
x

η ξ
− −∂

=
∂

,       

де ),,(
321

yyyY = , )(Yfξ  
- сумісна щільність вектора ),,(

321
ξξξ , )(Yfη -сумісна 

щільність вектора ),,(
321

ηηη , 
x

Ф

∂
∂

 
- якобіан відповідного перетворення, 

)(1 YФ− -обернене перетворення. Однак, в нашому випадку )(1 YФ−  є 

неоднозначним і, отже, формула (4.5) не може бути використана для 

знаходження щільності. Розглянемо співвідношення (4.48).  Маємо: 

2 2 1( ) / 2 ,cyξ η ξ= − 3 3 1( ) / 2 ,czξ η ξ= − 2 2 2 2 2

1 1 2 1 3 1( ) / 4 ( ) / 4 .cy cz cxη ξ η ξ η ξ= − − − − +  

Звідси 

4 2 2 2

1 1 1 2 34 4 ( ) ( ) ( ) 0,cx cy czξ ξ η η η+ − − − − − =  

2 2 2

1 1 1 2 3
( ) ( ) ( ) / 2.cx cx cy czξ η η η η= ± − + − + − + −  

Як бачимо, отримали 2 різних значення ),,( 321 ξξξ , що відрізняються лише 

знаком. Позначимо    

2 2 2

1 1 2 3( ) ( ) ( ) / 2.d dy cx dy cx dy cy dy czτ = − + − + − + −  

Тоді, 

2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 1 2 2 1 3 3{ , , } { , 2 , 2 }P dy dy dy P cx dy cy dy cz dyη η η ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ∈ ∈ ∈ = − − + ∈ + ∈ + ∈ =  

1 2 2 3 3{ , / 2 , / 2 }P d dy cy d dy cz dξ τ ξ τ ξ τ∈ ∈ − ∈ − +  

1 2 2 3 3{ , / 2 , / 2 }.P d cy dy d cz dy dξ τ ξ τ ξ τ+ ∈ − ∈ − ∈ −  
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Враховуючи перетворення масштабу, що описується модулем відповідного 

якобіана та відому сумісну щільність вектора ),,( 321 ξξξ  можемо отримати : 

1 1 1 1( ) ( ( )) / ( ( )) ( ( )) / ( ( )),
Ф Ф

f Y f Ф Y Ф Y f Ф Y Ф Y
x x

η ξ ξ
− − − −
+ + − −

∂ ∂
= +

∂ ∂
 (4.49) 

 де 

 1( ) ( 2 ) / 2 ,

( 2 ) / 2

Ф Y y cy

y cy

τ

τ
τ

−
+

 
 = − 
 − 

  1( ) ( 2 ) / 2 ,

( 2 ) / 2

Ф Y y cy

y cy

τ

τ
τ

−
−

− 
 = − − 
 − − 

  

. 

Відмітимо, що при перетворенні вектора ),,(
321

ξξξ , компоненти якого мають 

рівномірний розподіл на інтервалі [-1,1], формула (4.24) перетворюється у 

наступну: 

1 1( ) 2 ( ( )) / ( ( )).
Ф

f Y f Ф Y Ф Y
x

η ξ
− −
+ +

∂
=

∂
      (4.50) 

Проводячи прості операції диференціювання, які опустимо через громіздкість 

викладок, отримуємо:  

2

8
))((

11
αα +−

=
∂
∂ −

+

cxy
YФ

x

Ф
,де 2

3

2

2

2

1
)()()( czycyycxy −+−+−=α . 

Тоді , за співвідношенням (4.50), 

 1 1( ) 2 ( ( )) / ( ( ))
Ф

f Y f Ф Y Ф Y
x

η ξ
− −
+ +

∂
= =

∂
 

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 1 2 3

2
.

32 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y cx y cy y cz y cx y cx y cy y cz

=
− + − + − − + − + − + −

 

Аналізуючи  (4.50), отримуємо співвідношення для щільності вектора  ξnA  у 

вигляді : 

( 1, 2, 3) 4 ( 1, 2, 3)( ( , ( 2 ) / 2 , ( 3 ) / 2 )

( , ( 2 ) / 2 , ( 3 ) / 2 )),

Af y y y f y y y f y cy y cz

f y cy y cz

η η η

η

τ τ τ

τ τ τ

= − − +

+ − − − − −  (4.51) 

2 2 2 1/ 2 1/ 2

1/ 2

( 1 (( 1 ) ( 2 ) ( 3 ) ) )

2

y cx y cx y cy y cz
τ

− + − + − + −
=
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1 ( 1, 2, 3) 4 ( 1, 2, 3)( ( , ( 2 ) / 2 , ( 3 ) / 2 )

( , ( 2 ) / 2 , ( 3 ) / 2 )).

n n

n

AA A

A

f y y y f y y y f y cy y cz

f y cy y cz

ξξ ξ

ξ

τ τ τ

τ τ τ

+ = − − +

+ − − − − −
 

При цьому необхідно визначити область, у якій щільність визначається за 

співвідношеням (4.51) і область, де щільність є 0.  

Щільність вектора ),,(
321

ξξξ  є ненульовою на множині 

}11,11,11,),,{( 3

0
≤≤−≤≤−≤≤−∈= zyxRzyxG , щільність вектора 

1 2 3( , , )η η η η=  – у області  

2 2 2

1 0{( ,2 ,2 ), ( , , ) / ( , , )}G x y z cx xy cy xz cz x y z G cx cy cz= − − + + + ∈ . 

 Аналогічно, щільність вектора ξnA  є ненульовою у області 

2 2 2

1{( ,2 ,2 ),( , , ) }n nG x y z cx xy cy xz cz x y z G −= − − + + + ∈ .  

Отже, отримуємо щільність у вигляді: 

 

1 2 3 1
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 1 2 3

1 2 3 1

2
,( , , ) ,

( , , ) 32 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0,( , , ) .                                                                                               

y y y G
f y y y y cx y cy y cz y cx y cx y cy y cz

y y y G

η

∈
= − + − + − − + − + − + −

∉                                             







 

2

2

2

4 ( 1, 2, 3)( ( , ( 2 ) / 2 , ( 3 ) / 2 )

( , ( 2 ) / 2 , ( 3 ) / 2 )),
( 1, 2, 3)

( 1, 2, 3) ,

0, ( 1, 2, 3) .

A A

A

A

f y y y f y cy y cz

f y cy y cz
f y y y

якщо y y y G

якщо y y y G

ξ ξ

ξ
ξ

τ τ τ

τ τ τ

− − +


+ − − − − −
= 

∈
 ∉

 

1

1

4 ( 1, 2, 3)( ( ,( 2 ) / 2 ,( 3 ) / 2 )

( , ( 2 ) / 2 , ( 3 ) / 2 )),
( 1, 2, 3)

( 1, 2, 3) ,

0, ( 1, 2, 3) ,

n

n

n

A A

A

A

n

f y y y f y cy y cz

f y cy y cz
f y y y

якщо y y y G

якщо y y y G

ξ ξ

ξ
ξ

τ τ τ

τ τ τ
+

+

− − +


+ − − − − −
= 

∈
 ∉

 

. 

 Уточнимо області iG . Необхідно врахувати той факт, що в силу 

специфіки оператора А у формуванні спіральної структури беруть участь 

лише ті точки, що потрапляють у область збіжності послідовності Аxn. Інші 

2 2 2 1/ 2 1/ 2

1/ 2

( 1 (( 1 ) ( 2 ) ( 3 ) ) )

2

y cx y cx y cy y cz
τ

− + − + − + −
=
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точки просто “виносяться” з області 0G  під дією оператора А. Іншими 

словами, в процесі утворення результуючої структури бере участь лише 

множина точок, що утворює басейн притягання відповідної нерухомої точки,  

який обмежений відповідною множиною Жюліа. Позначимо цю множину 

через M. 

Очевидно, що можна було б зразу розглядати не область 0G , а область 

M. Тобто розглянути вектор 
1 2 3( , , )ξ ξ ξ , що є рівномірно розподілений у області  

M. Тоді щільність вектора 
1 2 3( , , )η η η , очевидно, буде мати вигляд: 

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 1 2 3
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2
,

4 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( , , )

( , , )

0,( , , )                                                                                               

y cx y cy y cz y cx y cx y cy y cz
f y y y

y y y

y y y

η
µ − + − + − − + − + − + −=

∈

∉

M

M,

M,                                              









 

де ( )µ M -міра Лебега 3-вимірної (чи n-вимірної) множини Жюліа. 

В такому випадку очевидно, будуть мати місце співвідношення для 

щільностей, у яких  в якості області G0 виступає множина M. 

Відмітимо, що в процесі моделювання утворення необхідно врахувати 

факт відкритості системи. Іншими словами, в систему ззовні  можуть 

надходити солітони або вони можуть постійно утворюватись. Нехай 

( 1, 2, 3)g y y y - деяка функція щільності, яка описує характер розподілу хвиль, 

що з’являються у області  (далі у відповідних моделюючих програмах цей 

розподіл вважається рівномірним). Позначимо щільність розподілу хвиль на 

ітерації i через ( 1, 2, 3)if y y y . Тоді процес моделювання результуючої структури 

можемо зобразити у вигляді:  

0

1
( 1, 2, 3) ,

( )
f y y y

µ
=
M 1

1
( 1, 2, 3) ( ( 1, 2, 3) ( 1, 2, 3)).i

n

n A
i

f y y y g y y y f y y y
n ξ

=

= + ∑  

Тут вважаємо, що на кожному етапі в системі утворюється стільки 

солітоноподібних хвиль, скільки їх було на початковому етапі моделювання. 
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Звичайно, що відповідні нормуючі коефіцієнти можна вибирати по-різному, 

враховуючи інтенсивність їх утворення на різних етапах: 

∑
=

+=
n

i
Ain

yyyfyyygyyyf i

1
0

)3,2,1()3,2,1()3,2,1(
ξ

αα  де 
i

α  - відповідні нормуючі 

коефіцієнти. 

На рис. 4.11-4.12 зображено графіки щільностей )3,2,1( yyyfη  

)3,2,1( yyyf
Aη в області, що перетинається площиною yz cycz /= . Легко 

показати, що саме така площина є площиною, де  утворюється відповідна 

спіральна структура. 

Лема.11 n-та точка позитивної напівтраєкторії  Жюліа ),,( czcycxOr +  є 

точкою, де функція щільності )3,2,1( yyyf nA ξ
 рівна нескінченності. 

Будемо доводити цей факт методом математичної індукції по кількості 

ітерацій перетворень. Очевидно, дане твердження має місце для функції  

1 2 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 1 2 3

1 2 3

2
,( , , )

( , , ) 4 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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∈
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Рис.4.11. Щільність )3,2,1( yyyfη  на площині yz cycz /= . 
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z3

Точка (cx,cy,cz) є стартовою точкою позитивної напівтраєкторії і, очевидно, 

задовольняє твердження.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.4.12. Щільність ( 1, 2, 3)
A

f y y yη  у площині yz cycz /= . 

Розглянемо функцію 

2

2

2

4 ( 1, 2, 3)( ( , ( 2 ) / 2 , ( 3 ) / 2 )

( , ( 2 ) / 2 , ( 3 ) / 2 )),
( 1, 2, 3)

( 1, 2, 3) ,

0, ( 1, 2, 3) .
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τ τ τ

τ τ τ

− − +
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= 

∈
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Легко бачити, що особливості виникають в точках, коли виконується рівність: 

2 2 2( ) (( 2 ) / 2 ) (( 3 ) / 2 ) 0,cx y cy cy y cz czτ τ τ− + − − + − − =  

2 2 2( ) ( ( 2 ) / 2 ) ( ( 3 ) / 2 ) 0.cx y cy cy y cz czτ τ τ− − + − − − + − − − =  

Звідси  

cx±=τ , cycyy ±=− τ2/)2( , ( 3 ) / 2 .y cz czτ− = ±  (4.52) 

Однак, оскільки  

1( ) ( 2 ) / 2

( 2 ) / 2

Ф Y y cy

y cy

τ
τ
τ

−
+

 
 = − 
 − 

, 1( ) ( 2 ) / 2 ,

( 2 ) / 2

Ф Y y cy

y cy

τ
τ
τ

−
−

− 
 = − − 
 − − 
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то розв’язком рівнянь (4.52) є точка ),,()3,2,1( czcycxФyyyY == , тобто друга 

точка позитивної напівтраєкторії Жюліа.  

Припустимо, що твердження вірне для деякого n. Покажемо, що воно 

має місце і для n+1. Маємо: 

1

1

4 ( 1, 2, 3)( ( , ( 2 ) / 2 , ( 3 ) / 2 )

( , ( 2 ) / 2 , ( 3 ) / 2 )),
( 1, 2, 3)

( 1, 2, 3) ,

0, ( 1, 2, 3) .

n

n

n

A A

A

A

n

f y y y f y cy y cz

f y cy y cz
f y y y

якщо y y y G

якщо y y y G

ξ ξ

ξ
ξ

τ τ τ

τ τ τ
+

+

− − +


+ − − − − −
= 

∈
 ∉

 

Легко бачити, що рівняння (4.52) виконуються, якщо замість y1,y2,y3 

підставити n-ту по порядку точку послідовності ),,( zyx cccOr + . Зауважимо, що 

відповідні точки позитивної напівтраєкторії належать областям iG  за їх 

означенням. Твердження доведене. 

Наслідок. Всі точки позитивної напівтраєкторії Жюліа ),,( czcycxOr + , 

що належать множині iG  , є особливими точками  функції щільності 

)3,2,1( yyyf n
A ξ

.  

Відмітимо, що інших особливих точок функція щільності не має. 

Доведені твердження про екстремум енергетичних функцій  

показують, що екстремум енергетичної функції (4.20) досягається у точці 
t

B~ - 

першій точці дотику області G  та кривої  виду:  

}0),,,
4

)1(
({

2

>
−

−== ttcztcy
t

t
tcxBH

t
. Причому важливо те, що відповідний 

максимум існує на протязі деякого часового інтервалу (можна навести 

приклади, коли він існує постійно).  

Очевидно, що наявність області, де зосереджується випромінювання 

точок динамічної системи, може здійснювати вплив на характер руху в цій 

області. При цьому суттєвою є інтерпретація відповідного випромінювання та 

самої динамічної системи.  

Очевидно, що можемо розглядати tG  як  дискретну множину, так і 

таку, що має потужність континуум. Відповідна динамічна система може 
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моделювати рухоме суцільне середовище (вода, газ, тверде тіло), у якому 

можуть виникати хвилі. Якщо, наприклад, мова йде про хвилі густини, то 

наявність точки екстремуму енергетичної функції, яка існує певний час, 

означатиме стоячу хвилю, певне збурення густини. Проходження 

солітоноподібної хвилі через область збурення густини , очевидно, змінює 

його траєкторію, вона відхиляється.  

В той же час певних змін набуватиме і сам закон руху.  Тоді рівняння 

руху, що визначається оператором  X  динамічної системи (4.28) необхідно 

уточнити, ввівши деяку коректуючу вектор-функцію ))(,( txtµ : 

'( ) ( ( ), ) ( , ( )).x t f x t t t x tµ= +    (4.53) 

Зауважимо, що вектор-функція ))(,( txtµ  завжди буде направлена від 

точки )(tx  до найближчої точки екстремуму енергетичної функції а модуль її 

визначатиме силу взаємодії. Таким чином, стояча хвиля матиме деякий 

фокусуючий ефект: в околі її максимуму матиме місце відхилення 

відокремлених хвиль. А це може призвести до утворення нових точок 

екстремуму енергетичних функцій.  

 Отже, виходячи з описаних вище підходів, в процесі моделювання 

будемо описувати не всі траєкторії  відокремлених хвиль, а лише їх 

взаємодію з поверхнями Пуанкаре, що задаватимуться відповідними 

операторними перетвореннями, а саме розглянемо наступну процедуру. 

Нехай маємо деяку множину точок, на які одночасно діє оператор, який 

визначається співвідношенням (4.17). Іншими словами, розглядатимемо 

одночасно множину позитивних напівтраєкторій для різних стартових точок, 

що розподілені рівномірно в деякій області. Будемо розглядати їх проекції на 

площини XOY, YOZ та XOZ. Результати зображені на рис. 4.14. , де можна 

прослідкувати утворення множини точок, що має спіральну структуру у 

динаміці в процесі зростання кількості ітерацій. Як бачимо, проекція на 

площину XOZ є прямою, отже вся множина зосереджена у деякій площині,  
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рівняння якої легко знайти: 
z cz

y cy
= .  

Аналогічні результати отримуємо, розглядаючи оператор ( )A t . На рис. 

4.14 представлені результати моделювання при  29 ітерацій та значенні 

параметрів (-0.63, 0.16). Зауважимо, що структури, які зображені на рис.4.13-

4.14 нагадують морфологічну структуру спіральних галактик [195]. 

Розглянемо підхід, який дозволяє сформувати множину спіральної структури, 

яка максимально наближає природні об’єкти, наприклад, морфологічну 

структуру спіральної галактики, що розглядається в її видимому діапазоні. 

Позначимо через 0( , , , , )A G G I nΓɶ  множину, яка утворюється на основі 

розглянутої вище процедури за допомогою деякого оператора A , де 0G -

початкова множина точок в області G , I -закон надходження нових елементів 

в систему, n -кількість ітерацій. 

Нехай маємо деяку множину точок в R
3
, що має “рукавну” структуру, а 

саме  
0

m

i

i

D
=

Γ = ∪ , де 
0D  – центр, 

1 2, , . .., mD D D  – „рукави”.  

Розглянемо деяку метрику. Нехай  dxyxDD
D Dy

),(inf),(
1

2
21

ρρ ∫
∈

=
 

або  

),(infsup),(
2

1

21
yxDD

DyDx

ρρ
∈∈

= , де 2 2

1 1 2 2( , ) ( ) ( ) .x y x y x yρ = − + −   

Тоді легко отримати співвідношення для оцінки параметрів czcycx ,, у 

випадку вибору оператора виду (4.16): 

),,(
1

1
3

2
2 min)),(),(....),(),((

1
czcycxD

m
m

m dxDxADxADxADAx →++++∫
− ρρρρ   (4.55) 

де xyDy
Dx

−=
∈

inf),(ρ .  

Якщо D1 та D2 – дискретні множини, що містять скінчену кількість 

елементів, то 
2211

nDnD == , 
2

2
1 2

11

1
( , ) min ( , ).

n

i
y D

i

D D x y
n

ρ ρ
∈

=

= ∑
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Рис. 4.13. Формування спіральної структури під дією оператора (4.23) 

а) кількість ітерацій-20, б)  кількість ітерацій-160, в)  кількість ітерацій-305 , 

г) випадок початкових значень (0.24, 0.27,0.39)− , кількість ітерацій-1629 

а) б) 

г) 
в) 
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Отже, стоїть завдання: знайти таку множину *Γ , що 

)ˆ,(inf),(
ˆ

* ΓΓ=ΓΓ
Γ

ρρ Будемо шукати множину *Γ  у вигляді: 

{ }0
* ,:

*

GxxAyy n ∈==Γ , де 0G  – деяка початкова множина , А – деякий 

оператор, Nn ∈*  -константа.  

Оператор А можемо вибирати в даному випадку у вигляді (4.16), де 

czcycx ,, - невідомі параметри. 

 

 

Рис. 4.14. Результати моделювання при значеннях параметрів (-0.63, 

0.16) 

Будемо вибирати оператор так, щоб виконувались співвідношення:  

0 1 0 2
( ( ), ) min

A
A D D D Dρ →∪ ∪  

0 2 0 3( ( ), ) min

...

A
A D D D Dρ →∪ ∪

 (4.54) 
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Будемо вважати, що області miDi ,1, =  - дискретні і скінченні множини 

у просторі 2R . В якості функції ),( Dyρ  зручно вибрати наступну:

2

1

1
( , ) .

D

i

i

y D y x
D

ρ
=

= −∑ Тоді співвідношення (4.52)  матиме вигляд:  

1 2 1

1 2 1 1

1 2

2
1 2 1 1 1

( , , )
1 1 1 12 1

2 2

1 2

1 1 1
( .... ) min ,

.

m

m m

m m

D D D D

m m m m

i i i i i i
cx cy cz

i i i im

Ax x A x x A x x
D D D

x x x

−

= = = =

− + + − + − →

= +

∑ ∑ ∑ ∑
 

В найпростішому випадку двохрукавної структури маємо: 

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 1 2{ , ,...}, { , ,...}, ( , , ), ( , , ).i i i i i i i iD x x D y y x x x x y y y y= = = =  

Тоді 

∑ ∑ ∑∑
= = ==

=−+−
1 1 22

1 1 1

2

1

2

21

)(
1 D

i

D

i

D

j
jj

D

j
ji xAyyAx

DD
 

= ∑ ∑
= =

−++−++−+−−
1 2

1 1

2331222121232221 ])2()2())()()[((
D

i

D

j
jiijiijiii

yczxxycyxxycxxxx + 

1 2

1 2 2 2 3 2 1 2 1 2 2 2 1 3 3 2

1 1

[(( ) ( ) ( ) ) (2 ) (2 ) ].
D D

j j j i j j i j j i

i j

y y y cx x y y cy x y y cz x
= =

+ − − + − + + − + + −∑∑
Враховуючи необхідні умови екстремуму, отримуємо : 

1 2

1 2 2 2 3 2 1 1 2 2 2 3 2 1

1 2

1 1

[( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ] /
D D

i i i j j j j i

i j

cx x x x y y y y x D D
= =

= − − − − + − − −∑∑ , 

1 2

1 2 2 1 2 2

1 2

1 1

(2 2 ) /
D D

i i j j j i

i j

cy x x y y y x D D
= =

= − − + −∑∑ , 

1 2

1 3 3 1 3 3

1 2

1 1

[2 2 ] /
D D

i i j j j i

i j

cz x x y y y x D D
= =

= − − + −∑∑ . 

Зупинимось детальніше на технології вибору системи координат та 

площини, де розміщується спіральна структура. При цьому будемо 

враховувати , що модельна структура  завжди знаходиться у площині, що 

описується рівнянням /y cyz cz=  та те, що центр мас модельної структури є 

нерухомою точкою оператора, що має координати:  
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)(4)2/12(22/12/12/1 222
zyxxc ccccx ++−+−−= , 

1 2

y

c

c

c
y

x
=

−
,

c

z

c
x

c
z

21 −
= . 

Розглянемо деякі аспекти аналізу вхідних даних. Виберемо систему 

координат так, щоб початок координат співпадав з центром відповідної 

структури, а площина - з площиною z=0. Тоді повернемо відповідну площину 

так, щоб вона співпадала з площиною моделі: /y cyz cz= . При цьому 

координати точок зміняться наступним чином. Нехай x[] -масив координат 

вхідних точок, x[i]=(x[i].x,x[i].y,0). При повороті точка x[i] переходить у точку 

з координатами 
2 2

2 2

[ ]. [ ].
[ ] ( [ ]. , , )

1 1

x i y x i ycz
x i x i x

cz cz
cy

cy cy

=

+ +

ɶ . Далі систему необхідно 

перемістити на вектор  ( , , )c c cx y z . Тоді точка x[i] переходить у точку з 

координатами : 

2 2

2 2

[ ]. [ ].
( [ ]. , , ).

1 2 1 2
1 1

c

c c

x i y cy x i ycz cz
x i x x

x xcz cz
cy

cy cy

+ + +
− −

+ +
 

 Залишається питання вибору кута повороту. Аналіз показує, що зміна 

одного з параметрів моделює поворот системи навколо центра. Тому кут 

повороту можна вибрати довільним: в процесі оцінки параметрів ми зможемо 

отримати параметри, що моделюватимуть відповідну вхідну систему. 

Тоді вираз , який будемо мінімізувати по параметрах cx,cy,cz в такому  

випадку зазнає суттєвого ускладнення. Отже, невідомі параметри будемо 

шукати як мінімальні значення функції виду: 

∑ ∑
= =

=−
1 2

1 1

2D

i

D

j
ji yAx  
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2 2 21 / 2 1 / 2 1 / 2 2 (2 1 / 2) 4( ) .
c z

x cx cx cy cz= − − + − + +  

Знайшовши похідну по параметру cx, отримуємо рівняння:  
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Аналогічно записуємо інші рівняння. Розв’язавши відповідну систему, 

знаходимо значення параметрів cx,cy,cz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

а)       б) 

Рис.4.15 Модель морфологічної структури галактики NGC2997 а) фото 

галактики, б) модель морфологічної структури  

На рис. 4.15 представлено фотографію спіральної галактики NGC2997 

та модель її морфологічної спіральної структури, отриману як результат 

застосування описаного методу моделювання.  

Відповідна модель побудована за допомогою спеціально розробленого 

програмного забезпечення для моделювання та дослідження спіральних 

структур. У моделюючій програмі реалізовані зручні можливості вводу 

даних, підсистема оцінки параметрів моделюючого оператора, підсистема 

формування та аналізу відповідної структури  а також низка методів аналізу 

моделюючого оператора з точки зору характеру «рукавності» сформованої 

ним напівтраєкторії Жюліа.  
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4.4 Висновки 

Таким чином, в даному розділі запропоновано метод моделювання 

послідовностей точок перетину неперервних траєкторій солітоноподібних  

хвиль з деякими областями фазового простору (поверхнями Пуанкаре), що 

ґрунтується на використанні операторних перетворень певного виду. Тоді 

задача дослідження неперервних траєкторій зводиться до аналізу дискретних 

напівтраєкторій Жюліа. У випадку, коли моделюючий оператор має одну 

притягуючи нерухому точку, напівтраєкторії Жюліа, що визначаються 

відповідним оператором, добре описують об’єкти, що мають спіральну 

структуру. Відповідний підхід випливає з фізичних міркувань, адже в якості 

поверхонь Пуанкаре, наприклад, можна вибирати області стрімкої зміни 

густини середовища, у якому рухаються хвилі.  

В роботі знайдено необхідні та достатні умови, яким повинні 

задовольняти моделюючі оператори для апроксимації «рукавів» відповідних 

позитивних напівтраєкторії Жюліа логарифмічними спіралями. Отримані 

результати підтверджують можливість розгляду солітоноподібних збурень як 

одного з можливих фізичних механізмів виникнення спіральних хвиль 

щільності в суцільних середовищах. 

Побудовано нові моделі для опису багатосолітонних взаємодій та 

вивчення поширення солітоноподібних хвиль у відповідних середовищах, 

зокрема, динамічні системи з випромінюванням. Введено енергетичні функції 

для опису солітон-солітонних взаємодій та досліджено низку їх властивостей. 

Запропоновано метод моделювання множин, що мають спіральну структуру 

за допомогою операторних перетворень певних класів а також метод оцінки 

параметрів відповідних операторів.  

Створено програму для моделювання морфологічної структури 

природних об’єктів, що можуть утворюватись за рахунок «солітонних» 

механізмів. 
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РОЗДІЛ 5 ВІДОКРЕМЛЕНІ ХВИЛІ В АНІЗОТРОПНИХ ТІЛАХ 

 Відомо, що багато матеріалів, таких як гірські породи, кристали, 

біологічні тканини, різноманітні композити , що використовуються в 

сучасних технологіях, характеризуються суттєвою анізотропією пружних 

властивостей [163, 212, 289, 311]. Останнім часом особливо актуальним є 

дослідження анізотропії пружних властивостей для геології, де сформувався 

окремий фундаментальний напрям дослідження структурно-анізотропної 

будови земної кори [311].  

Відзначимо, що в геології розрізняють 5 рангів анізотропії [334]. 

Перший ранг – це власне анізотропія мінералів, що утворюють породу. Слід 

відзначити, що наявність мікротріщин, спайності, дислокацій може суттєво 

збільшити анізотропію [311,334]. Другий ранг – це структурна анізотропія, 

що виражається лінійною орієнтацією видовжено-витягнутих мінералів. 

Третій ранг – це анізотропія переслоювання, пов’язана з чергуванням порід 

різної генези та потужності. В цьому випадку анізотропія виникає через 

контраст пружних властивостей в породах слоїв. Четвертий ранг – це тіла, що 

формують послідовно геологічні формації. Пятий ранг – групи формацій, що 

відрізняються просторовими характеристиками та часом утворення. В цьому 

напрямі проведено величезну кількість експериментальних досліджень, 

зокрема для мінералів надглибокої Кольської скважини та ін. 

Гірські породи на глибинах більше 6 км можут мати високий ступінь 

анізотропії пружніх властивостей. Наприклад, в роботі [334] вказано, що 

породи інтервала 8-10 км по розрізу  Кольської скважини характеризуются 

ступенем анізотропії, який досягає 17% і 38% по швидкості поширення 

поздовжніх та поперечних хвиль відповідно. Пружна анізотропія гірських 

порід значно впливає на стійкість вертикальних скважин.  

Зауважимо, що існує низка робіт, у яких досліджується зв'язок 

анізотропії з сейсмічною активністю. Зокрема, в роботі  [212] показано, що 

ряд сейсмоактивних областей Вірменії характеризуються значною 
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анізотропією порід, анізотропія зростає в очагах сейсмічної активності. Це 

може бути пов'язаним, зокрема, із зростанням палеонапруг в товщі земної 

кори. Зважаючи на активізацію сейсмічних процесів останнім часом, задачі, 

пов'язані з вивченням властивостей анізотропних гірських порід є дуже 

актуальними. 

Слід зауважити, що нещодавно було встановлено поширення 

пульсаційних збурень у гірських породах, відмінних від звичайних 

сейсмічних хвиль гармонічного типу [86,288]. Зокрема, в роботі [305] 

вказано, що остання обставина вимагає розробки нових моделей, що 

ґрунтуються на рівняннях Буссінеска , Кортевега-де Вріза та їх узагальнень. 

Вказані результати мають дуже важливе значення в контексті досліджень, 

представлених в даній роботі.  

У цьому розділі проводиться аналіз анізотропії пружних тіл, для яких 

виконується узагальнений закон Гука, з точки зору існування відокремлених 

структурно-стійких хвиль типу δ -солітонів.  

 

5.1 Аналіз анізотропії пружних властивостей матеріалів з точки 

зору існування відокремлених хвиль типу δ -солітонів 

Розглянемо узагальнену форму закона Гука [274], суть якого полягає в 

тому, що кожна з 6 компонент напруги є лінійною функцією 6 компонент 

деформацій.  З урахуванням того, що пружна енергія є однозначною 

функцією деформації , виникає умова симетрії тензора пружних сталих. Тоді 

закон Гука запишеться у вигляді: 

11 12 13 14 15 16

12 22 23 24 25 26

13 23 33 34 35 36

14 24 34 44 45 46

15 25

,

,

,

,

xx xx yy zz yz zx xy

yy xx yy zz yz zx xy

zz xx yy zz yz zx xy

yz xx yy zz yz zx xy

zx xx y

c c c c c c

c c c c c c

c c c c c c

c c c c c c

c c

σ ε ε ε ε ε ε
σ ε ε ε ε ε ε
σ ε ε ε ε ε ε
σ ε ε ε ε ε ε
σ ε ε

= + + + + +

= + + + + +

= + + + + +

= + + + + +

= + 35 45 55 56

16 26 36 46 56 66

,

,
y zz yz zx xy

xy xx yy zz yz zx xy

c c c c

c c c c c c

ε ε ε ε
σ ε ε ε ε ε ε







 + + + +


= + + + + +

 (5.1) 



239 
 

      
 

де , , , , ,xx yy zz yz zx xy

u v w w v u w v u

x y z y z z x x y
ε ε ε ε ε ε

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = = + = + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

.  (5.2) 

Розглядаючи зміни напруг на перпендикулярних до осей гранях малого паралелепіпеда, мо

2

2

2

2

2

2

,

,

.

xyxx xz

yx yy yz

zyzx zz

u

t x y z

v

t x y z

w

t x y z

σσ σ
ρ

σ σ σ
ρ

σσ σ
ρ

∂ ∂ ∂∂
= + + ∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂
 ∂∂ ∂∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂

 (5.3) 

Для спрощення запису надалі будемо вважати, що 321 ,, xzxyxx === . 

Введемо векторний диференціальний оператор виду: 

),,,,,(
32

2

13

2

12

2

2

3

2

2

2

2

2

1

2

xxxxxxxxx ∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
=Θ . (5.4) 

Тоді рівняння руху можемо записати у вигляді: 

( )

( )

2

11 66 55 16 15 56 16 26 45 12 66 14 562

46 25 15 46 35 14 56 13 55 36 45

( , , ,2 ,2 ,2 ), (( , , , , ,

), ) ( , , , , , ), ,
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c c c c c c u c c c c c c c
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c c v c c c c c c c c c w

ρ
∂

= Θ + + +
∂
+ Θ + + + + Θ

 (5.5) 

( )

( ) ( )

2

16 26 45 66 12 56 14 25 462

66 22 44 26 46 24 56 24 34 46 25 36 45 23 44
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 (5.6) 
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c c c c c c c c c u
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ρ
∂
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(5.7) 

 Будемо знаходити розв’язки системи (5.5) –(5.7) у вигляді: 

),,,,(

)(

)(

)(

),,,(

),,,(

),,,(

321

321

321

321

txxxW

t

t

t

txxxw

txxxv

txxxu

w

v

u
















=

















ψ
ψ
ψ

 (5.8) 

де 3

33

2

22

1

11 ))(~())(~())(~(

321 ),,,( εεε
txxgtxxgtxxg

etxxxW

−
−

−
−

−
−

= , )(xg - довільна додатня неперервно-

диференційовна функція, яка має мінімум точці 0, 0)0( =g , )(t
u

ψ , )(t
v

ψ , 



240 
 

      
 

)(t
w

ψ - функції, які визначають компоненти амплітуди відповідного збурення, 

321 ,, εεε - параметри, що визначають локалізацію збурення. 

Для спрощення викладок розглянемо випадок: constt
uu
==ψψ )( , 

constt
vv
==ψψ )( , constt

ww
==ψψ )(  , const=ρ . Можемо записати очевидні 

співвідношення:  
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Аналогічні співвідношення отримуємо для функцій ),,,( tzyxv  та ),,,( tzyxw .  

Підставляючи відповідні співвідношення для похідних  функцій ),,,( tzyxu , 

),,,( tzyxv  та ),,,( tzyxw  в рівняння (5.5)-(5.7), отримаємо: 
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Оскільки  розв’язки знаходимо для класу функцій )(xg , то в рівняннях (5.13)-

(5.15) будемо прирівнювати до нуля всі коефіцієнти, які стоять при усіх 

похідних функції )(xg . Маємо:  
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))(~(' 11 txxg − : ;0)(''~
1 =txW

u
ρψ  

))(~(' 22 txxg − : ;0)(''~
2 =txW

u
ρψ  

))(~(' 33 txxg − : .0)(''~
3 =txW

u
ρψ  

Тоді для рівняння (5.13) отримуємо співвідношення: 

  ;)('~
151611

2

1 wvuu
ccctx ψψψρψ −−−=−  

;)('~
466626

2

2 wuu
ccctx ψψψρψ ν −−−=−  

;)('~
355545

2

3 wuu
ccctx ψψψρψ ν −−−=−  

;)()(2)('~)('~2 561466121621 wvuu
ccccctxtx ψψψρψ ++++=  

;)(2)()('~)('~2 561415551331 vuwu
ccccctxtx ψψψρψ ++++=  

;)()(2)('~)('~2 453625465632 wvuu
ccccctxtx ψψψρψ ++++=  

;0)(''~
1 =txW

u
ρψ  

;0)(''~
2 =txW

u
ρψ  

.0)(''~
3 =txW

u
ρψ  

Звідси отримуємо систему рівнянь:  

,)('~
151611

2

1 wvuu
ccctx ψψψρψ ++=   

,)('~
466626

2

2 wuu
ccctx ψψψρψ ν ++=  

,)('~
355545

2

3 wuu
ccctx ψψψρψ ν ++=  

,)()(2)('~)('~2 561466121621 wvuu
ccccctxtx ψψψρψ ++++=  (5.16) 

,)()(2)()('~)('~2 561415551331 vuwu
cctccctxtx ψψψρψ ++++=  
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wvuu
ccccctxtx ψψψρψ )()(2)('~)('~2 453625465632 ++++=   

Проводячи аналогічні міркування для рівняння (5.14), отримуємо:  

=∑ 
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ψ
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txxgtxxg
Wc
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u
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33
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ψ

ε
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+
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−
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+
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2

22
24
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56 )(

))(~('(
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))(~(''

)(

))(~('(
(

ε
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εε
ψ

txxg
Wc

txxgtxxg
Wc

ww  

+
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+
−

−
−

+
−

−

2

22

1

11
6612

3

33

2

3

2

33
34

2

22

))(~('))(~('
)(

)
))(~(''

)(

))(~('(
()

))(~(''

εε
ψ

εε
ψ

ε

txxgtxxg
Wcc

txxgtxxg
Wc

txxg

u

w

 

3 3 3 31 1 2 2
56 14 25 46

1 3 2 3

3 31 1 2 2 1 1
26 46

1 2 1 3

3 32 2
24

2

'( ( )) '( ( ))'( ( )) '( ( ))
( ) ( )

'( ( ))'( ( )) '( ( )) '( ( ))
2 2

'( ( ))'( ( ))
2

u u

v v

v

g x x t g x x tg x x t g x x t
c c W c c W

g x x tg x x t g x x t g x x t
c W c W

g x x tg x x t
c W

ψ ψ
ε ε ε ε

ψ ψ
ε ε ε ε

ψ
ε

− −− −
+ + + + +

−− − −
+ + +

−−
+

ɶ ɶɶ ɶ

ɶɶ ɶ ɶ

ɶɶ 1 1 2 2
46 25

3 1 2

'( ( )) '( ( ))
( ) w

g x x t g x x t
c c Wψ

ε ε ε
− −

+ + +
ɶ ɶ

 

3 3 3 31 1 2 2
36 45 23 44

1 3 2 3

'( ( )) '( ( ))'( ( )) '( ( ))
( ) ( ) .w w

g x x t g x x tg x x t g x x t
c c W c c Wψ ψ

ε ε ε ε
− −− −

+ + + +
ɶ ɶɶ ɶ

Звідси отримуємо відповідну систему рівнянь:  

,)('~
566616

2

1 wu
ccctx ψψψρψ νν ++=  

,)('~
242226

2

2 wu
ccctx ψψψρψ νν ++=  

,)('~
344445

2

3 wu
ccctx ψψψρψ νν ++=  
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,)(2)()('~)('~2 254626661221 wvu
ccccctxtx ψψψρψ ν ++++=  (5.17) 

1 3 56 14 46 36 452 '( ) '( ) ( ) 2 ( ) ,v u v wx t x t c c c c cρψ ψ ψ ψ= + + + +ɶ ɶ  

.)(2)()('~)('~2 442324462532 wvu
ccccctxtx ψψψρψ ν ++++=   

 Рівняння  (5.15) може бути записане у вигляді: 
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Проводячи аналогічні міркування, отримуємо систему:

 

,)('~
555615

2

1 wvuw
ccctx ψψψρψ ++=  

,)('~
442446

2

2 wvuw
ccctx ψψψρψ ++=  

,)('~
333435

2

3 wvuw
ccctx ψψψρψ ++=  

,2)()()('~)('~2 452546561421 wuw
ccccctxtx ψψψρψ ν ++++=  (5.18) 

,2)()()('~)('~2 354536551331 wuw
ccccctxtx ψψψρψ ν ++++=  

wuw
ccccctxtx ψψψρψ ν 344423453632 2)()()('~)('~2 ++++=  . 

Таким чином, отримали результуючу систему (5.16)-(5.18), яка визначає 

компоненти швидкості, амплітуди та співвідношення для пружних сталих, 

достатні для існування хвилі типу (5.9). 

Нехай 0,0,0 ≠≠≠
uw

ψψψ ν .  

Тоді з систем (5.16)-(5.18) отримуємо  : 










++=

++=

++=

,)/()()('~

,)/()()('~

,)/()()('~

3555453

4666262

1516111

uwu

uwu

uwvu

ccctx

ccctx

ccctx

ρψψψψγ

ρψψψψβ

ρψψψψα

ν

ν  (5.19) 

11 16 15 26 66 46 16 12 66

14 56

2 ( ) ( ) 2 ( )

( ) ,
u v w u w u v

w

c c c c c c c c c

c c

ναβ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ

+ + + + = + + +

+ +
 

11 16 15 45 55 35 13 55 15

14 56

2 ( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) ,
u v w u w w u

v

c c c c c c c c c t

c c

ναγ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ

+ + + + = + + +

+ +
 

26 66 46 45 55 35 56 46 25

36 45

2 ( ) ( ) 2 ( )

( ) ,
u w u w u v

w

c c c c c c c c c

c c

ν νβγ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ

+ + + + = + + +

+ +
 

,)(

2)(2

2546

266612242226566616

w

vuwuwu

cc

ccccccccc

ψ

ψψψψψψψψαβ νν
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+++=++++

 



246 
 

      
 

16 66 56 45 44 34 56 14 46

36 45

26 22 24 45 44 34 25 46 24

23 44

2 ( ) 2

( ) .,

2 ( ) 2

( ) ,

u w u w u v

w

u w u w u v

w

c c c c c c c c c

c c

c c c c c c c c c

c c

ν ν

ν ν

αγ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ

βγ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ

+ + + + = + + +

+ +

+ + + + = + + +

+ +

 

15 56 55 46 24 44 14 56

46 25 45

15 56 55 35 34 33 13 55

36 45 35

46 24 44 35 34 33 36 45

23 44

2 ( )

( ) 2 ,

2 ( )

( ) 2 ,

2 ( )

( )

u v w u v w u

w

u v w u v w u

w

u v w u v w u

c c c c c c c c

c c c

c c c c c c c c

c c c

c c c c c c c c

c c

ν

ν

αβ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

αγ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

βγ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

+ + + + = + +

+ + +

+ + + + = + +

+ + +

+ + + + = + +

+ + 34

11 16 15 16 66 56

16 66 56 15 56 55

26 66 46 26 22 24

26 22 24 46 24 44

45

2 ,

( ) / ( ) / ,

( ) / ( ) / ,

( ) / ( ) / ,

( ) / ( ) / ,

(

w

u v w u u w v

u w v u v w w

u w u u w

u w u v w w

c

c c c c c c

c c c c c c

c c c c c c

c c c c c c

c

ν

ν

ν

ν ν ν

ν ν

ν

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ

+

+ + = + +

+ + = + +

+ + = + +

+ + = + +

( )
55 35 45 44 34

45 44 34 35 34 33

) / ( ) / ,

( ) / / ,

u w u u w

u w u v w w

c c c c c

c c c c c c

ν ν

ν ν

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

+ + = + +

+ + = + +  (5.20) 

де }.1,1{},1,1{},1,1{ −∈−∈−∈ γβα  

 

5.2 Аналіз результуючої системи  для різних типів сингоній   

Як відомо [274, ст.169], в залежності від симетрії кристали поділяють на 7 

сингоній: триклінну,  моноклінну, ромбічну,  тетрагональну,  тригональну, 

гексагональну та кубічну.  Для ізотропного тіла виконуються співвідношення: 

,2/)()(
2

1

,,2

1211665544

123123332211

µλ

µµλ

+=−===

===+===

ccccc

cccccc

 (5.21) 

14 15 16 24 25 26 34 35 36 45 46 56 0.c c c c c c c c c c c c= = = = = = = = = = = =   (5.22) 

Кристали ізотропних тіл мають дві вільні константи µλ, -константи Ляме. 

Для відповідних значень коефіцієнтів система (5.19-5.20) має вигляд:
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
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w
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c c

ν ν

ν ν

ν ν
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βγ ψ ψ
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αγ ψ ψ

βγ ψ ψ ψ

αβ ψ ψ

αγ ψ ψ ψ

βγ ψ

= +

= +

=

= +

=

= +

=

= +

3 23 44

11 66 66 55 66 22

22 44 55 44 44 33

( ) ,

, , ,

, , .

w c c

c c c c c c

c c c c c c

νψ ψ
















 = +
 = = =
 = = =

 
Легко бачити, що ця система несумісна при тих значеннях пружних сталих, 

які задають ізотропне тіло. 

Для кристалів кубічної сингонії є три вільні константи, також 

виконуються співвідношення (5.22) та наступні: 

11 22 33 23 13 12 44 55 66, , .c c c c c c c c c= = = = = =   (5.23) 

Кристали гексагональної сингонії мають 5 ненульових констант. При 

цьому виконуються співвідношення (5.21) та наступн умови: 

),(
2

1
,,, 12116655441323332211 cccccccccc −=====  (5.24) 

Кристали тетрагональної сингонії мають 6 ненульових констант, при 

цьому виконується співвідношення (5.22) та умови: 

11 22 23 13 44 55, , .c c c c c c= = =  (5.25) 
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Кристали орторомбічної сингонії мають 7 ненульових констант та 

виконуються співвідношення (5.22). Зауважимо, що незважаючи на різні 

кристалографічні класи з точки зору характеру симетрії кристалів, в усіх 

наведених вище випадках нульовими є однакові коефіцієнти. 

 Покажемо, що для усіх цих сингоній системи (5.16)-(5.18) несумісні. З  

врахуванням співвідношення (5.22) система (5.19)-(5.20) запишеться у 

вигляді: 
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





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cctxtx

cctxtx

ctx

ctx

ctx

u

wu

vu

uu

uu

uu

ρψ

ψρψ

ψρψ

ψρψ

ψρψ

ψρψ

 (5.26) 
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 (5.27) 
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
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uw
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ww

ww

 (5.28) 

Очевидно, що для існування хвилі будемо знаходити розвязок, при 

якому принаймні одна амплітудна компонента також компонента швидкості 

ненульова (стоячі хвилі тут розглядати не будемо). Розглянемо шосте 

рівняння системи (5.26). Нехай 0≠
u

ψ . Тоді з третього рівняння системи 
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(5.26) отримуємо: 0)('~0)('~
32 =∨= txtx . Нехай 0)('~

2 =tx . Тоді з другого 

рівняння системи (5.26) 066 =c , що неможливо. Отже, 0)('~
3 =tx . Але тоді з 

третього рівняння системи (5.26) випливає, що 055 =c . Отже, 0=
u

ψ .  

Нехай 0≠
v

ψ . Тоді з п’ятого рівняння системи (5.27) отримуємо :

0)('~0)('~
31 =∨= txtx . Аналізуючи систему (5.27) отримуємо, що 

00 4422 =∨= cc . Отже, 0=
v

ψ . Залишається випадок, коли 0≠
w

ψ . Тоді з 

четвертого рівняння системи (5.28) отримуємо,що 0)('~0)('~
21 =∨= txtx . Звідси 

00 4455 =∨= cc . Отже, при відповідних умовах система (5.26)-(5.28) 

несумісна. 

Розглянемо окремо кристали тригональної системи. Вони мають 6 

ненульових вільних констант та виконуються співвідношення: 

462515121166554413232211 ),(
2

1
,,, cccccccccccc −=−=−====   (5.29) 

0564536353426241614 ========= ccccccccc  (5.30) 

Система (5.19)-(5.20) запишеться для цієї сингонії у вигляді: 
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
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ctxtx
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ψρψ

ψψρψ

ψρψ

ψρψ

ψψρψ

ψψρψ

 (5.31) 

2
1 11 12

2
2 11

2
3 44

1 2 12 11 15

1 3 15

1
' ( ) ( ) ,

2

' ( ) ,

' ( ) ,

1
2 '( ) '( ) ( ) 2 ,

2
2 '( ) '( ) 2 ,

u w

v v

x t c c

x t c

x t c

x t x t c c c

x t x t c

ν ν

ν ν

ν ν

ν

ρψ ψ

ρψ ψ

ρψ ψ

ρψ ψ ψ

ρψ ψ

= −

=

=

= + −

= −

ɶ

ɶ

ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

 (5.32) 
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2 3 15 13 442 '( ) '( ) 2 ( ) .u wx t x t c c cνρψ ψ ψ= − + +ɶ ɶ  
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 (5.33) 

 Система (5.31)- (5.33) містить 18 рівнянь та 12 невідомих (компоненти 

швидкості, амплітуд та пружні сталі). Зауважимо, що в цьому випадку 0≠
u

ψ

. Дійсно, нехай 0=
u

ψ . Тоді з системи (5.31) отримуємо, що 015 =
w

c ψ . 

Коефіцієнт 015 ≠c , оскільки ми розглядаємо відповідну сингонію. Отже, 

0=
w

ψ . Однак з системи (5.33) маємо, що 0=
v

ψ . Отже, 0≠
u

ψ . 

Неха 0=
w

ψ . Тоді з системи (5.33) отримуємо, що 015 =c , що 

неможливо. Отже, 0≠
w

ψ .  Перепишемо систему (5.31)-(5.33) у вигляді: 













=

−−=
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,)/())(
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1
()('~

,)/()()('~
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 (5.34) 

,)(
2

1
))(

2

1
()(2 11121512111511 vwuwu

ccccccc ψψψψψαβ +=−−+  

),(2)()(2 154413441511 tcccccc
uwuwu

ψψψψψαγ ++=+  

,2)())(
2

1
(2 1544151211 vuwu

ccccc ψψψψβγ −=−−  

,2)(
2

1
)(

2

1
2 151112221211 wu

cccccc ψψψψαβ νν −+=−  

.,2)(
2

1
2 15441211 v

cccc ψψψαγ νν −=−
 

(5.35) 

,)(22 4413154422 wu
ccccc ψψψψβγ νν ++−=  
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,22 1544154415 νψψψψψαβ ccccc
wuwu

−=+−+  

,)(2 5513334415 uwwu
ccccc ψψψψαγ +=+  

,)(2 4413334415 νψψψψβγ ccccc
wwu

+=+−  

,)(
2

1
/)( 12111511 cccc

uwu
−=+ ψψψ  

,/)()(
2

1
44151211 wwu

cccc ψψψ +=−  

,/))(
2

1
( 11151211 cccc

uwu
=−− ψψψ  

,/)( 441511 wwu
ccc ψψψ +−=  

,3344 cc =   

де }.1,1{},1,1{},1,1{ −∈−∈−∈ γβα  Система (5.34) характеризує швидкість 

поширення хвилі, а система (5.35) визначає компоненти амплітуди та 

співвідношення для пружних сталих, вона містить 14 рівнянь та 9 вільних 

констант. Використовуючи 5 останніх співвідношень системи (5.35), можемо 

переписати її у вигляді: 

,)(
2

1
)(

2

1
2 1211111211 vu

ccccc ψψαβ +=−  

),(2)()(
2

1
2 153313331211 tcccccc

uwu
ψψψαγ ++=−  

,22 153311 vu
ccc ψψβγ −=  

,2)(
2

1
)(

2

1
2 151211111211 wu

cccccc ψψψαβ ν −+=−  

11 12 33 15

1
( ) ,

2
c c c cαγ − = −  

,)(22 3313153311 wu
ccccc ψψψβγ ν ++−=  (5.36) 
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,2)(
2

1
2 15331211 νψψαβ cccc

w
−=−  

,)()(
2

1
2 3313331211 uw

ccccc ψψαγ +=−  

,)(2 33133311 νψψβγ cccc
w

+=  

,)(
2

1
/)( 12111511 cccc

uwu
−=+ ψψψ  

,/)()(
2

1
33151211 wwu

cccc ψψψ +=−  

 ,/))(
2

1
( 11151211 cccc

uwu
=−− ψψψ  

./)( 331511 wwu
ccc ψψψ +−=   

Використовуючи п’яте рівняння  системи (5.36), можемо переписати 

сьоме рівняння цієї системи у вигляді:  

.2/2 1515 νψγβψ cc
w

−=−  (5.37) 

Використовуючи рівняння (5.37), з дев’ятого  рівняння системи (5.36) 

отримуємо: 331333112 cccc += . Тоді з шостого рівняння маємо: 
u

c ψ1520 −= . 

Звідси 015 =c , що неможливо. Отже, результуюча система (5.19)-(5.20) 

несумісна і для тригональної сингонії. 

Розглянемо групу кристалів hCCS ,, 2  [274, ст.171], що належить до 

моноклінної сингонії. Для цієї групи є  13  вільних коефіцієнти в законі Гука. 

В цьому випадку ненульовими будуть коефіцієнти 11 12 13 16, , , ,c c c c  

22 23 26 33 36 44 45 55 66, , , , , , , ,c c c c c c c c c , інші коефіцієнти рівні 0:  

14 15 24 25c c c c= = = 34 35 46 56 0c c c c= = = = = .  

Тоді системи (5.17)-(5.18) відповідно матимуть вигляд: 
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 (5.38) 
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 (5.40) 

Нехай 0,0,0 ≠≠≠
uw

ψψψ ν . Тогда з систем (5.38)- (5.40) отримуємо 

загальну систему рівнянь, яку можемо записати у вигляді: 
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ν  (5.41) 

11 16 26 66 16 12 66

11 16 45 55 13 55

26 66 45 55 36 45

2 ( ) ( ) 2 ( ) ,

2 ( ) ( ) ( ) ,

2 ( ) ( ) ( ) ,

u v u u v

u v u w

u u w

c c c c c c c

c c c c c c
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βγ ψ ψ ψ ψ ψ

+ + = + +

+ + = +

+ + = +

 

16 66 26 22 12 66 26

16 66 45 44 36 45
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u u u v
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u
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 (5.42) 

Система (5.41) описує траєкторію руху хвилі (точки максимального 

збурення). Бачимо, що у найпростішому випадку вона буде прямолінійною. 

Система (5.42) визначає співвідношення для пружніх сталих для яких 

рівняння руху можуть бути знайдені в форме (5.9).  

 Відзначимо, що система (5.42) – сумісна і має нескінченну множину 

розв’язків. Наприклад, вона має розв'язки виду: }),(,0{ Θ∈= jicij , uψ , νψ , wψ  - 

будь-які відмінні від 0 значення, {(1,1), (1,2), (1,3), (1,5),(2,2), (2,6),Θ =  

(3,3), (3,6), (4,4), (4,5)(4,6), (5,5), (6,6)}}.  

Окрім того, очевидною є властивість: якщо }),(,,,,{ Ω∈jic wuij ψψψ ν  - 

нетривиальний розв'язок системы (5.42), то її розв'язком буде будь-який набір 

значень виду: }),(,,,,{ Ω∈jic wuij ψψψλ ν , де λ -довільний параметр. 

Можемо розглянути наближені розв'язки (5.42).  

Ось один з таких розв'язків для моноклінної сингонії , отриманий в 

середовищі Mathcad : 
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.920.00276615,870.00257748,80.00100408

,321.02681983,740.99999999

,062.56699328,186.58945452,062.56699328,027.58945879

,392.16698310,256.58945452,055.74528121

,28-0.0688496,670.99999999,441.02682106,461.17673664

6655

45443633

262322

16131211

===

==

====

===

====

ωψψψ
vu

cc

cccc

ccc

cccc

    

При цьому вектор компонент швидкості має вигляд:  

)670.21747562,320.20264221,590.07894146( . 

Таким чином, система (5.19)-(5.20) є сумісною для триклінної сингонії. 

Якщо записати відповідні співвідношення для моноклінної сингонії, то 

отримаємо систему з 15 рівнянь та 16 невідомих. Для триклінної сингонії 

результуюча система містить 15 рівнянь та 24 невідомих. Відповідні 

розв’язки можна знайти наближеними методами.  

Для триклінної сингонії отримуємо, наприклад, такий розв’язок: 

,30.4

,28.1,4.36,00.0,23.46,6.43,24.0131.44,

30.29,,107.6,7.631.31,32.87,,35.84

,100.1,-3.21,-27.86,0,35.86,27.1,93.1

66

56554645443635

343326252423

22161514131211

=

−=======

==−==−==

=======

c

ccccccc

cccccc

ccccccc

(5.43) 

.0.00000235,70.00000097,0.000001 === ωψψψ
vu

 

При цьому 3206=p  а компоненти швидкості рівні відповідно : 

20405407.0,08458350.0,08653416.0 .  

Зауважимо, що для  розвязку (5.43) є додатньо-визначеною 

квадратична форма, що характеризує пружний потенціал. Для відповідного 

аналізу було використане представлення, запропоноване в роботі [163]: 

,666555444333222111 jijijijijijiij
aadaadaadaadaadaadc +++++=  

6..1, =ji ,де ,0,0,0,0,0,0 654321 >>>>>> dddddd  (5.44) 

,1665544332211 ====== aaaaaa  

6..1,,,0 =>= piipa
ip
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Співвідношення (5.44) визначає необхідні та достатні умоваи 

додатньо-визначеності квадратичної форми, що задається тензором пружніх 

сталих. Задаючи різні значення констант 
iji

ad ,  можна отримати оцінки для 

допустимих значень пружних сталих анізотропних тіл. Оцінки найтісніших 

меж отримані в роботі [311].  

Отже,  показано, що розв’язки рівнянь руху для пружного середовища, 

що має моноклінну чи триклінну сингонії, можуть бути знайдені у формі Т-

представлень. Тоді, враховуючи лінійність системи рівнянь руху, її 

розв’язком буде довільна комбінація таких хвиль.  

Звичайно, дуже цікавим є питання, для яких реальних матеріалів 

могли б існувати такі хвилі. Зауважимо, що для гірських порід, наприклад, 

характер анізотропії пружніх властивостей може бути дуже складним і не 

відповідати типам сингоній, які класично розглядаються з точки зору симетрії 

кристалів. Окрім того, слід відзначити складний деформовано-напружений 

стан гірських порід в товщі Землі [311], який суттєво впливає на анізотропію 

пружних властивостей.  

Звернемось, наприклад, до результатів, отриманих в роботі [311] для 

гранітоїдів. В  даній роботі  показано, що на ефективні пружні сталі впливає 

не лише орієнтація кристалографічної осі породоутворюючого матеріалу, але 

й формат зерна та формат мікротріщин. Різні варіанти орієнтацій можуть 

суттєво змінювати співвідношення між пружними сталими. Отримані в роботі 

[311] результати свідчать про неможливість віднести гранітоїди до відомих 

типів  сингоній. При цьому встановлено, що найближчим класичним типом 

сингонії для гранітоїдів є триклінна чи аксіальна орторомбічна. Зважаючи на 

вищесказане, можемо говорити для полікристалічних матеріалів лише про 

деякі наближення стосовно класів сингоній.  

Дуже складним є і питання точності експериментального визначення 

пружних сталих для мінералів триклінної та моноклінної сингоній. Коли 

зразки мінералів дістаються на поверхню, то при цьому відбуваються значні 
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зміни  стану речовини, з’являються мікротріщини. В ряді робіт, зокрема 

[311], звертається увага на складність перенесення результатів 

експериментальних вимірювань пружніх сталих в звичайних умовах на ті 

умови, в яких знаходяться мінерали на глибинах десятків та сотень 

кілометрів. 

Зважаючи на описані вище обставини, в окремих роботах для аналізу 

пружніх характеристик пропонується розглядати деякий аналог закону Гука 

[163] як залежність палеонапруг від деформацій у вигляді: ),( Λ= tfCεσ , де ()f  

-деяка функція, Λ,t -фактори температури та часу, що мають функціональний 

зв’язок з параметрами напруг , пружними сталими та деформаціями 

(дослідження такого звязку ще не опубліковані).  

В роботі [311] наведені такі значення пружних сталих для гранітів (в 

Гпа): 

,30.4,04.0,4.36,00.1,0.02,6.43

,0.1-2.3,0.02,,107.6,0.010.3,0.01,

,32.2,100.1,0,-0.1,0,30.6,27.1,93.1

665655464544

36353433262524

2322161514131211

===−===

=======−=

========

cccccc

ccccccc

cccccccc

 

(5.45) 

Якщо порівняти (5.45) з даними пружніх сталих для гранітоїдів, то 

бачимо, що значення деяких констант відрізняються, однак значення ряду 

констант співпадають. Оскільки в (5.43) сталі визначені в Гпа, можемо 

аналогічно проінтерпретувати і розв’язок (5.45). Тоді  густину в (5.45) 

можемо проінтерпретувати як 
3

3200
м

кг
, що відповідає густині Землі на рівні 

поверхні Мохоровичича (на глибині порядка 35 км відбувається зміна 

густини від 2.9-3.0 г/см3 до 3.1 - 3.5 г/см3, [13]) . Тоді можемо оцінити 

швидкість хвилі (9.6) в м/c. Якщо пружні сталі вимірюються в ГПа, то 

враховуючи характер співвідношень (5.16)-(5.18), отримані значення 

компонент швидкості потрібно домножити на 910 . В результаті отримаємо, 

що
c

м
tx 2736)('1 =

c

м
tx 2674)('2 =

c

м
tx 6445)('3 = . Тоді швидкість поширення 



258 
 

      
 

максимального збурення рівна 
c

м
tv 7494)( = . Отримали швидкість, яка 

відповідає швидкості поширення поздовжніх сейсмічних хвиль саме  на 

глибині поверхні Мохоровичича ( там відбувається зміна швидкості від 

6.7÷7.6 км/с до 7.9÷8.6 км/с; ) . 

Зауважимо, що незважаючи на несумісність системи (5.16)-(5.18) для 

вищих сингоній, можна знайти наближені її розв’язки, наприклад, для 

орторомбічної сингонії з точністю до 0.0001. Зважаючи на достатність умов 

(5.16)-(5.18), можемо припустити, що відповідні хвилі можуть існувати і для 

матеріалів, характер симетрії кристалів яких наближається до орторомбічної 

сингонії. 

 

5.3 Необхідні та достатні умови існування розв’язків рівнянь руху 

для анізотропних пружних тіл, що описують відокремлені хвилі 

Розглянемо випадок:  

constt
uu
==ψψ )( , constt

vv
==ψψ )( ,  

constt
ww
==ψψ )( , const=ρ .  

Маємо систему (5.16)-(5.18). Система (5.16)-(5.18) визначає умови,  

яким повинні задовольняти пружні сталі, амплітуди а також компоненти 

швидкості для існування розв’язків (5.6). Зауважимо, що ці умови достатні. 

Покажемо, що вони є і необхідними.  

Дійсно, нехай система (5.16)-(5.18) сумісна,  

],[,,, 0321 TttRxRxRx ∈∈∈∈ . Розглянемо рівняння (5.16). Враховуючи 

властивості функцій  класу G , маємо: 0))(~(' 11 =− txxg , 0))(~('' 11 =− txxg  при 

)(~
11 txx = . Таким чином, розглядаючи послідовно випадки )(~

22 txx = ,

)(~
33 txx = ; )(~

11 txx = , )(~
33 txx = ; )(~

11 txx = , )(~
22 txx =  з рівняння (5.16) 

отримуємо : 
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=






 −
)(''~))(~('

1

1

11 tx
txxg

u ε
ρψ

)
))(~(''

)(

))(~('(
))(('~(

1

11

2

1

2

112

1151611 εε
ρψψψψ

txxgtxxg
txccc

uwvu

−
−

−
−++ , (5.46) 

=






 −
)(''~))(~('

2

2

22 tx
txxg

u ε
ρψ

)
)(~(''

)(

))(~('(
))(('~(

2

22

2

2

2

222

2462666 εε
ρψψψψ

txxgtxxg
txccc

uwvu

−
−

−
−++ , (5.47) 

=






 −
)(''~))(~('

3

3

33 tx
txxg

u ε
ρψ

)
)(~(''

)(

))(~('(
))(('~(

3

33

2

3

2

332

3354555 εε
ρψψψψ

txxgtxxg
txccc

uwvu

−
−

−
−++ . (5.48) 

Розглянемо рівняння (5.48). Нехай 0)('~ 2

3354655 ≠−++ txccc
uwvu

ρψψψψ  для 

деякого значення t , причому 0)(''~
3 ≠tx . Зафіксуємо таке значение t . Тоді 

співвідношення (5.48) представляє собою звичайне  диференціальне рівняння 

для функції g  відносно змінної  3x . Загальний розв’язок такого рівняння 

легко знайти, ввівши заміну: )(
))(~('

3

33 xy
txxg

=
−

ε
. Отримуємо 

диференціальне рівняння виду: 

2 2
3 55 46 35 3'( ) ( ) ''( ) ( ) / ( ' ( )).u u v w uy x y x x t y x c c c x tρψ ψ ψ ψ ρψ= − + + −ɶ ɶ  

Його загальний розв’язок: 
)( 11

)(
CxC

e

C
xy

−−
= , де 1,CC -довільні константи. 

Звідси 
))(~(

3

33

1331

))(~('
CtxxC

e

Ctxxg
−−−

=
−
ε

. Але в такому випадку отримуємо 

протиріччя з умовою   Нехай 0)(''~
3 =tx . Тоді після аналогічної заміни 

рівняння (5.48) запишеться у вигляді: 0)(')(2 =− xyxy . Загальний його 

розв’язок :
Cx

xy
−

=
1

)( , де C -довільна константа. Звідси   
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Ctxx

txxg

−−
=

−

)(~
1))(~('

333

33

ε
. Знову отримуємо протиріччя з умовою  

0)0(' =g . Таким чином, виконується рівняння: 

0)('~ 2

3354555 =−++ txccc
uwvu

ρψψψψ .  (5.49) 

Аналогічно, розглядаючи рівняння (5.47) і (5.46) , отримуємо відповідно 

переше та друге рівняння системи (5.17).  

Якщо виконується співвідношення (5.49), то з рівняння (5.48) 

отримуємо: 0)(''~))(~('
3

3

33 =






 −
tx

txxg
W

u ε
ρψ . Звідси 0)(''~

3 =tx  або 

0))(~(' 33 =− txxg . Якщо 0)(''~
3 ≠tx  , то 0))(~(' 33 =− txxg  для будь-яких значень 

3x , що неможливо для функциі класу G.   

Враховуючи співвідношення (5.46)-(5.48), з рівняння (5.16) отримуємо: 

+
−−

+
−−

)('~)('~))(~('))(~('
)('~)('~))(~('))(~('

( 31

3

33

1

11
21

2

22

1

11 txtx
txxgtxxg

txtx
txxgtxxg

u εεεε
ρψ

=
−−

+ ))('~)('~))(~('))(~('
32

3

33

2

22 txtx
txxgtxxg

εε
( )+Θ̂),2,2,2( 561516 ccc

u
ψ ((vψ  

)ˆ),,, 254656146612 Θ+++ cccccc ( )Θ++++ ˆ),,,( 453655135614 cccccc
w

ψ  (5.50) 

де )
))(~('))(~('

,
))(~('))(~('

,
))(~('))(~('

(ˆ
3

33

2

22

3

33

1

11

2

22

1

11

εεεεεε
txxgtxxgtxxgtxxgtxxgtxxg −−−−−−

=Θ  

Нехай )(~
11 txx = . Тоді з (5.50) отримуємо: 

.
))(~('))(~('

))(

)(2()('~)('~))(~('))(~('

3

33

2

22

4536

25465632

3

33

2

22

εε
ψ

ψψ
εε

txxgtxxg
Wcc

ccctxtx
txxgtxxg

w

vu

−−
++

+++=
−−

 (5.51) 

При )(~
22 txx =  та )(~

33 txx = отримуємо відповідно: 
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,
))(~('))(~('

))(

)(2)(()('~)('~))(~('))(~('

3

33

1

11
5614

15551331

3

33

1

11

εε
ψ

ψψ
εε

txxgtxxg
Wcc

tccctxtx
txxgtxxg

v

uw

−−
++

+++=
−−

 (5.52) 

.
))(~('))(~('

))(

)(2()('~)('~))(~('))(~('

2

22

1

11
5614

66121621

2

22

1

11

εε
ψ

ψψ
εε

txxgtxxg
Wcc

ccctxtx
txxgtxxg

w

vu

−−
++

+++=
−−

 (5.53) 

Бачимо, що рівняння (5.51)-(5.53) еквівалентні трьом останнім 

рівнянням системи  (5.16) для функцій Gg ∈(.) . Таким чином, отримуємо 

систему (5.16). Проводячи аналогічні міркування, можемо отримати з рівнянь 

(5.47) та (5.48) системы (5.17) та (5.18) відповідно. Отже, система (5.16)-(5.18) 

визначає необхідні та достатні умови існування часткових розв’язків рівнянь 

руху в формі (5.8). 

 

5.4 Питання існування точних розв’язків характеристичної 

системи, що визначає клас анізотропії для існування розв’язків рівнянь 

руху виду (5.6) 

Таким чином, в попередньому розділі отримали систему, що містить 

пружні сталі, компоненти швидкості , амплітуди та щільність, яка являє 

собою необхідні та достатні умови існування часткових розв’язків рівнянь 

руху для анізотропного пружного середовища у вигляді відокремлених хвиль 

типу  δ -солітонів:  
















++++=

++++=

++++=

++=

++=

++=

wvuu

vuwu

wvuu

wuu

wuu

wvuu

cccccCC

cccccCC

cccccCC

cccC

cccC

cccC

ψψψρψ

ψψψψ

ψψψψ

ψψψψ

ψψψψ

ψψψψ

ν

ν

)()(22

,)(2)(2

,)()(22

,

,

,

453625465632

561415551331

561466121621

355545

2

3

466626

2

2

151611

2

1

 (5.54) 
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














++++=

++++=

++++=

++=

++=

++=

.)(2)(2

.)(2)(2

,)(2)(2

,

,

,

442324462532

453646145631

254626661221

344445

2

3

242226

2

2

566616

2

1

wvu

wvuv

wvu

wu

wu

wu

cccccCC

cccccCC

cccccCC

cccC

cccC

cccC

ψψψρψ

ψψψρψ

ψψψρψ

ψψψρψ

ψψψρψ

ψψψρψ

ν

ν

νν

νν

νν

 (5.55)  

2
1 15 56 55

2
2 46 24 44

2
3 35 34 33

1 2 14 56 46 25 45

1 3 13 55 36 45 35

2 3 36 45 23 44 34

,

,

,

2 ( ) ( ) 2 ,

2 ( ) ( ) 2 ,

2 ( ) ( ) 2 .

w u v w

w u v w

w u v w

w u w

w u w

w u w

C c c c

C c c c

C c c c

C C c c c c c

C C c c c c c

C C c c c c c

ν

ν

ν

ρψ ψ ψ ψ

ρψ ψ ψ ψ

ρψ ψ ψ ψ

ρψ ψ ψ ψ

ρψ ψ ψ ψ

ρψ ψ ψ ψ

 = + +


= + +
 = + +


= + + + +

= + + + +

= + + + +






  

(5.56) 

Відзначимо, що система (5.54)-(5.56) сумісна. Вона має нескінченну 

множину розвязків, що включає тривіальний та нетривіальний розв’язок 

виду: 0==
wv

ψψ , 
u

ψ  - довільне,  

45261611 cccc === === 4615 cc 0362535 ==== ccc , ,01 =C  ,66

2

2 cC =ρ   

,55

2

3 cC =ρ  5632 22 cCC =ρ , ,0 6612 cc +=  .0 1456 cc += , 55130 cc += .  

Останній розвязок легко перевірити безпосередньою підстановкою в 

систему.  

Дуже суттєве обмеження на клас розв’язків накладає той факт, що 

константи ijc - це пружні сталі матеріалу. Такі константи мають низку 

обмежень у відповідності до різних кристалографічних класів а також 

обмеження, пов’язані з додатною визначеністю квадратичної форми, що 

визначає пружний потенціал. В останньому розвязку, наприклад, 011 =c , що 

неможливо для будь-якого кристалографічного класу [274] реальних 

кристалів. Отже, незважаючи на сумісність системи та існування вказаних 

вище її розвязків , питання існування анізотропії пружніх властивостей, при 

якому існують розвязки у вигляді відокремлених хвиль, вимагає детальнішого 
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дослідження. Зауважимо, що відповідні пружні сталі знаходимо на практиці 

наближено. Тому вимагає детальнішого дослідження, чи існує точний 

розв’язок системи в околі наближеного. 

Нехай маємо деяку точку ),,,,,,,...,,( 3216612110 CCCcccx
wvu

ψψψ= , таку, 

що кожне рівняння системи (5.54)-(5.56) виконується з деякою точністю, 

1821 ,...,, εεε  -відповідні нев’язки.   

Покажемо, що в деякому околі точки  існує точний розв’язок системи 

(5.54)-(5.56). Для цього запропонуємо наступний очевидний підхід. Введемо 

деякі збурення для всіх змінних системи (5.54)-(5.56) і розглянемо замість 

кожної змінної  суму виду: 
ijij

cc ~+ , де -деякі збурення. Аналогічно 

вчинимо з усіма іншими змінними. В результаті заміни отримаємо нову 

систему відносно збурень, яка у випадку сумісності, очевидно доведе 

існування точного розвязку системи (5.54)-(5.57) (адже тоді збурення зможуть 

компенсувати нев’язки). З врахуванням  (5.54)-(5.56) отримуємо систему:  

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 11 11

11 16 16 16 15 15 15 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 26 26 26 66

66 66 4

2 2

,

2 2

u u u u u u u
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 (5.60) 

Відзначимо, ще незважаючи на більшу складність, система (5.58)-(5.60) 

суттєво відрізняється від вихідної системи (5.54)-(5.57) тим, що змінні-

збурення не мають будь-яких додаткових обмежень, пов’язаних з 

анізотропією (крім, можливо, їх малості, якщо нас цікавить розв’язок саме в 

деякому околі точки 0x ). Наприклад, будь-яке збурення може бути рівним 0.  

Нехай виконуються умови: 0~~~ ===
wvu

ψψψ . Тоді система (5.58)-(5.60) 

запишеться у вигляді: 
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Введемо нові змінні 1C
⌢

, 2C
⌢

та 3C
⌢

: 
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  (5.64) 

де 212121 ,,,,,,,, γγββααγβα - деякі константи . Будемо вибирати значення 

цих констант так, щоб виконувались всі рівняння системи (5.64). Маємо: 
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(5.65) 

Нехай 321

~~~
CCC == . Тоді остання система матиме вигляд: 
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 (5.66) 

Нехай виконуються умови: 1/1 =αα  , 1/2 =βα , 1/1 =αβ , 1/2 =γβ ,

1/1 =βγ , 1/3 =γγ . Тоді легко бачити, що три останні рівняння системи 

виконуються. А константи γβα ,,  повинні вибиратись так, щоб кожне 

рівняння системи 
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 (5.67) 

мало дійсний розвязок відносно змінних 1

~
C , 2

~
C , 3

~
C відповідно.  

Відповідні умови легко записати: 2 2 2
1 1 2 2 3 30, 0, 0.C C C C C Cα β γ− ≥ − ≥ − ≥

⌢ ⌢ ⌢

 

Очевидно, що виконання останніх нерівностей завжди можемо забезпечити 

малістю констант γβα ,, .  Таким чином, з врахуванням (5.66),  система (5.63)-

(5.65) запишеться у вигляді: 
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(5.68) 
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(5.70) 

Для визначення сумісності цієї системи досить перевірити ранг матриці. 

Детальні дослідження проведені в Додатку Б5. 

Зауважимо, що в силу неперервної залежності розв’язків від правої 

частини СЛАР (5.68)-(5.70) можемо підібрати такі значення 1821 ,...,, εεε , що 

точний розв’язок буде знаходитись саме в околі відповідного наближеного. 

Таким чином, можемо сформулювати наступне твердження: для будь-якого 

наближеного розв’язку системи (5.54)-(5.56) існує такий окіл, в якому 

міститься точний розв’язок цієї системи. 

5.5 Випадок залежності амплітуди від густини 

Розглянемо групу кристалів hCCS ,, 2  [274,ст.171]. Для цієї групи є  13  

вільних коефіцієнти в законі Гука. В цьому випадку ненульовими будуть 

коефіцієнти 66554544363326232216131211 ,,,,,,,,,,,, ccccccccccccc .  

Рівняння руху запишуться у вигляді:  
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Будемо знаходити розв’язки системи (5.71) у вигляді локалізованих 

відокремлених хвиль типу δ -солітонів: 
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де )(xg - невід’ємна парна функція, 0)0( =g , ),( ρψ tu , ),( ρψ tv , ),( ρψ tw -деякі 

функції, зміст яких-це амплітуда відповідних збурень (вони можуть бути як 

додатними так і відємними), 321 ,, εεε -деякі константи, що визначають 

локалізацію збурень, ),(~),,(~),,(~ ρρρ tztytx -функції, що визначають тракторію 

солітонів. 

Нехай ),,,(),(),(),,,( 321

)),(~()),(~()),(~(

tzyxWtettzyxu u

tzzgtyygtxxg

u ρψρψ ε
ρ

ε
ρ

ε
ρ

==
−

−
−

−
−

−

.  

Тоді продиференціювавши останнє співвідношення та підставивши в систему 

(5.71), отримуємо результуючу систему рівнянь (див. Додаток  Б4).  

Розглянемо окремі випадки. 

 

5.6 Проблеми поширення хвилі в області стрімкого зростання густини 

середовища  

5.6.1 Випадок, коли  “початковий”  вектор швидкості направлений по 

нормалі до поверхні сталої густини 

Розглянемо випадок, коли густина середовища та вектор швидкості 

направлені вздовж осі OX.  Відповідна результуюча система має вигляд 



270 
 

      
 

(Б4.2)-(Б4.34). Нехай )(),,( xzyx ρρ = , ),( txuu ψψ = , ),( txvv ψψ = , ),( txww ψψ =

, ),(~(.)~ txxx = , consty =(.)~ . 

Тоді з системи (Б4.1)-(Б4.13) отримуємо: 
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+−= , (5.73) 

)1(.)~(.)()(0 5513 −
∂
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x

cc wψ , 

(.))(0 4536 wcc ψ+= , 
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З системи (Б4.14) - (Б4.25) отримуємо : 
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(.)(.)0 2622 uv cc ψψ −−= , 

(.)(.)0 2644 uv cc ψψ −−= , 

 (.))(2(.)20 661226 uv ccc ψψ ++= , 

(.))~1(.)()(0 4536 x
x

cc w ∂
∂

−+= ψ , 

(.))(0 4423 wcc ψ+= , 
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З системи (Б4.26-Б4.37) отримуємо систему: 
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Нехай 0=wψ . Тоді система (5.73)  запишеться у вигляді: 
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(.)(.)0 2666 vu cc ψψ −−= , (5.76) 



272 
 

      
 

(.)(.)0 4555 vu cc ψψ −−= , 
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Система (5.74) матиме вигляд: 
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З системи (5.75) отримуємоспіввідношення: 
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 (5.78) 

Нехай 0,0 == vw ψψ . Тоді з систем (5.76)- (5.78)  отримуємо: 
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Звідси  отримуємо умови: 
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З врахуванням останніх значень пружних сталих маємо систему: 
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При цьому виконуються умови: 

66 55 15 26 45 0,c c c c c= = = = =  

12 13 36 0.c c c= = =  (5.80) 
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Зауважимо, що при таких значеннях пружних сталих 0=== xyzxyz σσσ , що 

відповідає випадку рівномірного гідростатичного стискання. Отже, маємо 

систему, що визначає амплітудніхарактеристики та швидкість руху 

локалізованого  солітоноподібного збурення: 
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Таким чином, для опису амплітудних характеристик та швидкості маємо 

систему: 
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З врахуванням цього  отримуємо систему: 
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11'( , ) ( / ) (1 ( , )),x t x c x t x

x
χ ρ

∂
= −

∂
ɶ ɶ  

( ) ( )
x

xt
cxtcxt u

uu ∂
∂

−−= −− ),(
'

4

1
),(),(' 2/12/1

11
2/32/1

11

ψ
ρχρρψχψ , (5.83) 

0)'(5''4 21 =− − ρρρ . 

Розвязуємо рівняння для густини: 

0)'(
4

5
'' 2 =− ρρρ . 
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Нехай )(' ρρ f= .Тоді ff ''' =ρ , 0)(
4

5
' 2 =− fffρ , 0

4

5
' =− ff

ρ
. 

Звідси  4

5
ln

4

5

)( ρρ
ρ

ccef == , 4

5

' ρρ c= ,
4

1
( ) ,

( )
x

cx a
ρ =

+ 5)(

4
)('

acx

c
x

+
−=ρ . 

Отже, маємо:  

1/2 2
11'( , ) ( ) ( ) (1 ( , )),x t x c cx a x t x

x
χ

∂
= + −

∂
ɶ ɶ  

1/2 1/2
11 11( , ) ( / ) ( , ) ( / ) .x t x c x t x c

t x
χ ρ χ ρ

∂ ∂
+ =

∂ ∂
ɶ ɶ  

Для знаходження загального розв'язку цього рівняння використаємо відомий 

результат [252]. Загальний розв'язок рівняння ),( ηξ
ηξ

fwaw =
∂
∂

+
∂
∂

 
має 

вигляд: 

)(),(),(
0

ξηξηηξ
ξ

ξ

aФdtatatfw −++−= ∫ , де Ф -довільна функція . Тоді  

∫ == t
tf

dt

)(
ξ , 

dxc
c

dx

xg

dx
∫∫∫

−±=
±

== 2/12/1
112/1

11 )/()(
ρ

ρ
η , 

загальний розв'язок нашого рівняня матиме вигляд: 

)
)(

1
()

)/(
(),(~ 2/1

2/1
11

2/1
11

∫∫ −+=−+= dx
c

xФx
c

dx
xФxxtx ρχ

ρχ
, де Ф -довільна  

функція. 

Оскільки
4)(

1
)(

acx
x

+
=ρ , то з останнього виразу маємо: 

1/2 2 1/2
11 11

1 1 1
( , ) ( ) ( ).

( ) ( ) ( ) ( )
x t x x Ф x dx x Ф x

c cx a c c cx a
χ χ= + − = + +

+ +∫ɶ  

Розв'яжемо друге рівняння системи (5.84): 

( ) ( ) ),()(
),(

)(),(' 2/1
11

22/1
11 xtacxcc

x

xt
acxcxt u

u
u ψχ

ψ
χψ +=

∂
∂

++ . 
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Скористаємось відомим результатом для диференціального рівняння виду: 

wxhth
x

w
xg

t

w
tf ))()(()()( 21 +=

∂
∂

+
∂
∂

: 

)
)()(

()
)(

)(

)(

)(
exp( 21 ∫∫∫∫ −+=

xg

dx

tf

dt
Фdx

xg

xh
dt

tf

th
w , де Ф -довільна функція. 

Тоді 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1/2

11

1/2 1/22 2
11 11

1/2 1/2

11 11

( )
( , ) exp( ) ( )

( ) ( )

1 1
exp( ) ( ) ( ) ( ).

( ) ( )

u

c c cx a dx
t x dx Ф t

c cx a c cx a

c
dx Ф t cx a Ф t

cx a c c cx a c c cx a

χ
ψ

χ χ

χ χ

+
= − =

+ +

= + = + +
+ + +

∫ ∫

∫
 

 

 

Рис. 5.1 Ілюстрація руху відокремленої хвилі 
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Проілюструємо поведінку солітоноподыбної хвилі  для випадку 111 =c , 

4)6(

10
)(

−
=

x
xρ  , 1=χ  , 2)( xxg = та при наступних крайових умовах: 

1.0)0,(~ =xx , 1.0),0(~ =tx , 5.0)0,( =xuψ , 5.0),0( =tuψ .  

Також для спрощення вважатимемо, що хвиля рухається у площині, 

перпендикулярній до осі OZ . Тоді матимемо функцію, що описує характер 

хвилі деформації, зображену на рис. 5.1. 

Аналіз поверхні на рис. 5.1 показує, що у випадку нелінійного закону 

зміни густини має місце ціла низка явищ, пов’язаних з розщепленням 

солітона та виникнення низки нових хвиль в його фарватері. Виникає цілий 

цуг хвиль, які з часом зменшують свою швидкість та амплітуду. 

 

5.6.2 Випадок , коли “початковий” вектор швидкості направлений  

під заданим кутом до поверхні сталої густини  

Нехай )(),,( xzyx ρρ = , ),,( tyx
uu

ψψ = , ),,( tyx
vv

ψψ = , ),,( tyx
ww

ψψ = , 

),,(~(.)~ tyxxx = , (.) ( , , ).y y x y t=ɶ ɶ  

З першого рівняння системи (5.71) та з врахуваням системи  (Б4.1)-(Б4.13) 

отримуємо: 

2 2 2 2 2 2

11 66 16 16 26 12 662 2 2 2
'' ( ) ( ) ,u u u u v v

u t c c c c c c c
x y y x x y y x

ψ ψ ψ ψ ψ ψ
ρψ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

2 2 2
11 66(.) ' (.) (.)(1 (.)) (.)( (.))

u u u
x c x c x

x y
ρψ ψ ψ

∂ ∂
− = − − − +

∂ ∂
ɶ ɶ ɶ

 

2
16 16

2
26 12 66

(.) (.)(1 (.)) (.)(1 (.))

(.)( (.)) ( ) (.)( (.) (.) (.)),

u v

v v

c x x c x
y x x

c x c c x x x
y y x y

ψ ψ

ψ ψ

∂ ∂ ∂
+ − − − −

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
− + + −

∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

 

2 2 2
11 66(.) ' (.) ( , )( (.)) (.)(1 (.))

u u u
y c t y c y

x y
ρψ ψ ρ ψ

∂ ∂
− = − − − +

∂ ∂
ɶ ɶ ɶ
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12 66

2
2

16 16 26

( ) (.) 1 (.) (.)

(.) 1 (.) (.) (.) (.) (.)(1 (.)) ,

v

u v v

c c y y
y x

c y y c y c y
y x x y

ψ

ψ ψ ψ

 ∂ ∂
+ + − + ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ + − − − −   ∂ ∂ ∂ ∂  

ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

 

55 450 (.) (.),u vc cψ ψ= − −  (5.84) 

+−
∂
∂

∂
∂

+

+
∂
∂

−
∂
∂

=

)1(.)~(.)(~(.)2

(.)~)1(.)~(.)(2(.)'~(.)'~(.)2

66

11

y
y

x
y

c

y
x

x
x

cyx

u

uu

ψ

ψρψ
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16 26

12 66

(.)( (.) (.) ( (.) 1)( (.) 1))

2 (.)( (.) 1) (.) 2 (.) (.)( (.) 1)

( ) (.)( (.) (.) ( (.) 1)( (.) 1)),

u

v v

v

c x y y x
y x y x

c x y c x y
x x y y

c c x y y x
y x y x

ψ

ψ ψ

ψ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − −

∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

 

13 55 36 450 ( ) (.)( (.) 1) ( ) (.) (.),
w w

c c x c c x
x y

ψ ψ
∂ ∂

= − + − − +
∂ ∂
ɶ ɶ  

13 55 36 450 ( ) (.) (.) ( ) (.)( (.) 1),
w w

c c y c c y
x y

ψ ψ
∂ ∂

= − + − + −
∂ ∂
ɶ ɶ

11

2 2

662 2

2 ' (.) '(.) (.) ''(.) (2 ( ( , ) 1)

(.) (.)) (2 (.) (.) (.))

u

u u

u

u u

x x c x t
x x

x c x x
x y y y

ψ
ρψ ρψ ρ

ψ
ψ ψ

∂ ∂
+ = − +

∂ ∂
∂∂ ∂ ∂

+ + + +
∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ  

2

16 ( ( (.) 1) (.) ( , ) (.)))u u
uc x x t x

y x x y y x

ψ ψ
ψ ρ

∂ ∂∂ ∂ ∂
+ − + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ɶ ɶ ɶ  

2

16 2

2

12 66

2 2

26 36 452 2

(2 ( (.) 1) ( , ) (.))

( )( ( (.) 1) (.) (.) (.))

(2 (.) (.) (.)) ( )( (.) ( , ) (.)),

v

v

v v

v

v w

v w

c x t x
x x x

c c x x x
y x y x x y

c x x c c x t x
y y y x y y

ψ
ψ ρ

ψ ψ
ψ

ψ ψ
ψ ψ ρ

∂ ∂ ∂
+ − + +

∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂ ∂

+ + − + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ
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11

2 2

662 2

2 ' (.) '(.) (.) ''(.) (2 ( , )

(.) (.)) (2 ( (.) 1) ( , ) (.))

u

u u

u

u u

y y c y t
x x

y c y t y
x y y y

ψ
ρψ ρψ ρ

ψ
ψ ψ ρ

∂ ∂
+ = +

∂ ∂
∂∂ ∂ ∂

+ + − + +
∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

2

55 16(.) (.) ( ( (.) 1) (.) ( , ) (.)))v v
u vc y c y y t y

x y x x y y x

ψ ψ
ψ ψ ρ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ɶ ɶ ɶ ɶ  

2 2

16 262 2

2

12 66 36 45

(2 ( (.) 1) ( , ) (.)) (2 ( (.) 1) ( , ) (.))

( )( (.) (.) (.) (.)) ( ) (.).

v v
v v

v v w
v

c y t y c y t y
x x x y y y

c c y y y c c y
y x y x x y x y

ψ ψ
ψ ρ ψ ρ

ψ ψ ψ
ψ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ − + + − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

 

З другого рівняння системи (5.72)  та  системи (Б4.14)-(Б4.25)  отримуємо: 

2 2 2 2 2 2

66 22 26 12 66 16 262 2 2 2
'' ( ) 2 ( ) ,v v v u v u

v t c c c c c c c
x y y x y x x y

ψ ψ ψ ψ ψ ψ
ρψ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

2 2 2
66 22( ) ' (.) ( , )(1 (.)) (.)( (.))v v vt x c t x c x

x y
ρψ ψ ρ ψ

∂ ∂
− = − − − +

∂ ∂
ɶ ɶ ɶ  

262 (.)( (.) (.) (.))vc x x x
y y x

ψ
∂ ∂ ∂

+ − +
∂ ∂ ∂
ɶ ɶ ɶ

 
12 66

2 2
16 26

( ) (.)( ( , ) (.) (.))

(.)(1 (.)) (.)( (.)) ,

u

u u

c c x t x x
y y x

c x c x
x y

ψ ρ

ψ ψ

∂ ∂ ∂
+ + − −

∂ ∂ ∂

∂ ∂
− − −

∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 
2

2 2
66 22

26

(.) ' (.) (.) (.) (.)(1 (.))

2 (.) 1 (.) (.)

v v v

v

y c y c y
x x

c y y
y x

ρψ ψ ψ

ψ

∂ ∂ − = − − − + ∂ ∂ 

 ∂ ∂
+ − + ∂ ∂ 

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

2

2
12 66 16 26( ) (.) 1 (.) (.) (.) (.) (.)(1 (.)) ,u u uc c y y c y c y

y x x x
ψ ψ ψ

 ∂ ∂ ∂ ∂ + + − − − −   ∂ ∂ ∂ ∂  
ɶ ɶ ɶ ɶ  

44 260 (.) (.),v uc cψ ψ= − −  (5.85) 



282 
 

      
 

66

22

26

12 66

2 (.) '( ) '( ) 2 (.)( (.) 1) (.)
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v

u

x t y t c x y
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ψ

ψ ρ ρ

ψ ρ

∂ ∂
= − +

∂ ∂

∂ ∂
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∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂
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ɶ ɶ ɶ ɶ
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∂ ∂ ∂ ∂
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w w
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v

v
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ψ
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∂ ∂
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2
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x
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y x y x x y
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ψ
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ɶ
ɶ ɶ  
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ψ
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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ψ
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∂ ∂ ∂
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2
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2

12 66

2
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(2 (.) ( , ) (.))

(2 ( (.) 1) ( , )

v v

v

u u

u

u

u

u

u

c y y y t
y x y x x y

c c y t y y t
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c y t y
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ψ ψ
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ψ ψ
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ψ
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ψ
ψ ρ

∂ ∂∂ ∂ ∂
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∂ ∂∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂
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x y

ψ ψ∂ ∂
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∂ ∂
 

З третього рівняння системи (5.72) та системи (Б4.26)-(Б4.37)  отримуємо: 

2 2 2

55 44 452 2
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(2 ( ( , ) 1) (.) (.))

w
w w w

w
w

y y c y y
x x x

c y t y
y y y

ψ
ρψ ρψ ψ

ψ
ρ ψ

∂ ∂ ∂
+ = + +

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ − + +
∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

2

45

(.)
2 ( (.) ( , ) ( (.) 1)),w w

w

y
c y t y

y x y x x y

ψ ψ
ψ ρ

∂ ∂∂ ∂ ∂
+ + + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ɶ
ɶ ɶ  

13 55 36 45 45 36 23 440 ( ) ( ) ( ) ( ) .u u v vc c c c c c c c
x y x y

ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂ ∂
= − + − + − + − +

∂ ∂ ∂ ∂
 

Нехай  0=vψ , 0=wψ . Тоді з рівняння (5.84) отримуємо систему: 

2 2 2 2

11 66 16 162 2 2
'' ( ) ,u u u u

u t c c c c
x y y x x

ψ ψ ψ ψ
ρψ

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 

2 2 2
11 66

16

(.) ' (.) ( , )( (.)) (.)(1 (.))

(.) 1 (.) (.),

u u u

u

y c t y c y
x y

c y y
y x

ρψ ψ ρ ψ

ψ

∂ ∂
− = − − − +

∂ ∂

 ∂ ∂
+ − ∂ ∂ 

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

 550 (.),uc ψ= −  

2 2 2
11 66 16(.) ' (.) (.)(1 (.)) (.)( (.)) (.) (.)(1 (.)),

u u u u
x c x c x c x x

x y y x
ρψ ψ ψ ψ

∂ ∂ ∂ ∂
− = − − − + −

∂ ∂ ∂ ∂
ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ
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11 66

16

2 (.) '(.) '(.) 2 (.)( (.) 1) (.) 2 (.) (.)( (.) 1)

(.)( (.) (.) ( (.) 1)( (.) 1)),

u u u

u

x y c x y c x y
x x y y

c x y y x
y x y x

ρψ ψ ψ

ψ

∂ ∂ ∂ ∂
= − + − +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ + − −

∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

 

11

2 2

662 2

2

16

2 ' (.) '(.) (.) ''(.) (2 ( ( , ) 1)

(.) (.)) (2 (.) (.) (.))

( ( (.) 1) (.) ( , ) (.))),

u
u u

u

u u

u u

u

x x c x t
x x

x c x x
x y y y

c x x t x
y x x y y x

ψ
ρψ ρψ ρ

ψ
ψ ψ

ψ ψ
ψ ρ

∂ ∂
+ = − +

∂ ∂
∂∂ ∂ ∂

+ + + +
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂∂ ∂ ∂
+ − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

 (5.87) 

11

2 2

55 662 2

2 ' (.) '(.) (.) ''(.) (2 ( , )

(.) (.)) (.) (.) (2 ( (.) 1) ( , ) (.)).

u

u u

u

u u u

y y c y t
x x

y c y c y t y
x x y y y

ψ
ρψ ρψ ρ

ψ
ψ ψ ψ ρ

∂ ∂
+ = +

∂ ∂
∂∂ ∂ ∂ ∂

+ + + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

 

З системи (5.85) отримуємо: 

12 66

2 2
16 26

0 ( ) (.)( ( , ) (.) (.))

(.)(1 (.)) (.)( (.)) ,

u

u u

c c x t x x
y y x

c x c x
x y

ψ ρ

ψ ψ

∂ ∂ ∂
= + − −

∂ ∂ ∂

∂ ∂
− − −

∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

2

2
12 66 16 260 ( ) (.) 1 (.) (.) (.) (.) (.)(1 (.)) ,u u uc c y y c y c y

y x x x
ψ ψ ψ

 ∂ ∂ ∂ ∂ = + − − − −   ∂ ∂ ∂ ∂  
ɶ ɶ ɶ ɶ  

260 (.),uc ψ= −  

12 66

16

0 ( ) ( , )( (.) (.) ( (.) 1)( (.) 1))

2 (.)( ( , ) 1) ( , ),

u

u

c c t x y y x
y x y x

c x t y t
x x

ψ ρ

ψ ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
= + + − − +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ −

∂ ∂

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 (5.88) 

2

12 66

2

16 2

2

26 2

(.)
0 ( )( ( (.) 1) ( , ) (.))

(2 ( (.) 1) (.) (.))

(2 (.) (.) (.)),

u u

u

u

u

u

u

x
c c x t x

y x y x x y

c x x
x x x

c x x
y y y

ψ ψ
ψ ρ

ψ
ψ

ψ
ψ

∂ ∂∂ ∂ ∂
= + − + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ − + +

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂

ɶ
ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ
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2

12 66

2

16 2

2

26 2

0 ( )( (.) ( , ) (.) ( ( , ) 1))

(2 (.) ( , ) (.))

(2 ( ( , ) 1) ( , ) (.)).

u u

u

u

u

u

u

c c y t y y t
y x y x x y

c y t y
x x x

c y t t y
y y y

ψ ψ
ψ ρ ρ

ψ
ψ ρ

ψ
ρ ψ ρ

∂ ∂∂ ∂ ∂
= + + + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ − +
∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

З рівняння (5.86): 

13 55 36 450 ( ) (.) (.) ( ) (.) (.),
u u

c c x c c x
y y

ψ ψ
∂ ∂

= − + − +
∂ ∂
ɶ ɶ  

13 55 36 450 ( ) (.) (.) ( ) ()( (.) 1),
u u

c c y c c y
x y

ψ ψ
∂ ∂

= − + − + −
∂ ∂
ɶ ɶ  

2

36 45 2

(.)
0 ( ) (.) ,u

x
c c

y
ψ

∂
= +

∂

ɶ
 

13 55 36 450 ( ) ( ) .u uc c c c
x y

ψ ψ∂ ∂
= − + − +

∂ ∂
 (5.89) 

Звідси  

26 55 0,c c= =  

36 45 0.c c+ =  

Враховуючи ці умови, також можемо отримати : 

13 55 0.c c+ =  

Тоді рівняння (5.87) матиме вигляд: 

2 2 2 2

11 66 16 162 2 2
'' ( ) ,u u u u

u t c c c c
x y y x x

ψ ψ ψ ψ
ρψ

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

2 2 2
11 66 16(.) ' (.) (.)(1 (.)) (.)( (.)) (.) (.)(1 (.)),

u u u u
x c x c x c x x

x y y x
ρψ ψ ψ ψ

∂ ∂ ∂ ∂
− = − − − + −

∂ ∂ ∂ ∂
ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

 
11 66

16

2 (.) '(.) '(.) 2 (.)( (.) 1) (.) 2 (.) (.)( (.) 1)

(.)( (.) (.) ( (.) 1)( (.) 1)),

u u u

u

x y c x y c x y
x x y y

c x y y x
y x y x

ρψ ψ ψ

ψ

∂ ∂ ∂ ∂
= − + − +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ + − −

∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

 



287 
 

      
 

11

2 2

662 2

2

16

2 ' (.) '(.) (.) ''(.) (2 ( ( , ) 1)

(.) (.)) (2 (.) (.) (.))

( ( (.) 1) (.) ( , ) (.))),

u
u u

u

u u

u u

u

x x c x t
x x

x c x x
x y y y

c x x t x
y x x y y x

ψ
ρψ ρψ ρ

ψ
ψ ψ

ψ ψ
ψ ρ

∂ ∂
+ = − +

∂ ∂
∂∂ ∂ ∂

+ + + +
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂∂ ∂ ∂
+ − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

 

11

2 2

55 662 2

2 ' (.) '(.) (.) ''(.) (2 ( , )

(.) (.)) (.) (.) (2 ( (.) 1) ( , ) (.)).

u

u u

u

u u u

y y c y t
x x

y c y c y t y
x x y y y

ψ
ρψ ρψ ρ

ψ
ψ ψ ψ ρ

∂ ∂
+ = +

∂ ∂
∂∂ ∂ ∂ ∂

+ + + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

 

Система (5.88) матиме вигляд: 

12 66

2 2
16 26

0 ( ) (.)( ( , ) (.) (.))

(.)(1 (.)) (.)( (.)) ,

u

u u

c c x t x x
y y x

c x c x
x y

ψ ρ

ψ ψ

∂ ∂ ∂
= + − −

∂ ∂ ∂

∂ ∂
− − −

∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

2

12 66 160 ( ) (.) 1 (.) (.) (.) (.) ,u uc c y y c y
y x x

ψ ψ
 ∂ ∂ ∂ = + − −   ∂ ∂ ∂  

ɶ ɶ ɶ  

12 66

16

0 ( ) ( , )( (.) (.) ( (.) 1)( (.) 1))

2 (.)( ( , ) 1) ( , ),

u

u

c c t x y y x
y x y x

c x t y t
x x

ψ ρ

ψ ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
= + + − − +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ −

∂ ∂

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

2

12 66

2

16 2

(.)
0 ( )( ( (.) 1) ( , ) (.))

(2 ( (.) 1) (.) (.)),

u u

u

u

u

x
c c x t x

y x y x x y

c x x
x x x

ψ ψ
ψ ρ

ψ
ψ

∂ ∂∂ ∂ ∂
= + − + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ − +

∂ ∂ ∂

ɶ
ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

2

12 66

2

16 2

0 ( )( (.) ( , ) (.) ( ( , ) 1))

(2 (.) ( , ) (.)).

u u

u

u

u

c c y t y y t
y x y x x y

c y t y
x x x

ψ ψ
ψ ρ ρ

ψ
ψ ρ

∂ ∂∂ ∂ ∂
= + + + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

У системі (5.89) виконуюся всіспіввідношення.  

Нехай 0=
∂
∂

y

uψ
.Тоді система (5.87) матиме вигляд: 
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2 2

11 162 2
'' ( ) ,u u

u t c c
x x

ψ ψ
ρψ

∂ ∂
= +

∂ ∂
 

2 2 2
11 66 16(.) ' (.) (.)(1 (.)) (.)( (.)) (.) (.)(1 (.)),

u u u u
x c x c x c x x

x y y x
ρψ ψ ψ ψ

∂ ∂ ∂ ∂
− = − − − + −

∂ ∂ ∂ ∂
ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

 

2 2 2
11 66

16

(.) ' (.) ( , )( (.)) (.)(1 (.))

(.) 1 (.) (.),

u u u

u

y c t y c y
x y

c y y
y x

ρψ ψ ρ ψ

ψ

∂ ∂
− = − − − +

∂ ∂

 ∂ ∂
+ − ∂ ∂ 

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

11 66

16

2 (.) '(.) '(.) 2 (.)( (.) 1) (.) 2 (.) (.)( (.) 1)

(.)( (.) (.) ( (.) 1)( (.) 1)),

u u u

u

x y c x y c x y
x x y y

c x y y x
y x y x

ρψ ψ ψ

ψ

∂ ∂ ∂ ∂
= − + − +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ + − −

∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

 

11

2 2 2

66 162 2

2 ' (.) '(.) (.) ''(.) (2 ( ( , ) 1)

(.) (.)) ( (.) (.)) ( (.) ( , ) (.))),

u

u u

u

u u u

x x c x t
x x

x c x c x t x
x y x y y x

ψ
ρψ ρψ ρ

ψ
ψ ψ ψ ρ

∂ ∂
+ = − +

∂ ∂
∂∂ ∂ ∂ ∂

+ + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

 

11

2 2

55 662 2

2 ' (.) '(.) (.) ''(.) (2 ( , )

(.) (.)) (.) (.) ( ( , ) (.)).

u

u u

u u u

y y c y t
x x

y c y c t y
x x y

ψ
ρψ ρψ ρ

ψ ψ ψ ρ

∂ ∂
+ = +

∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ + +
∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

 

Система (5.88) запишеться у вигляді: 

12 66

2 2
16 26

0 ( ) (.)( ( , ) (.) (.))

(.)(1 (.)) (.)( (.)) ,

u

u u

c c x t x x
y y x

c x c x
x y

ψ ρ

ψ ψ

∂ ∂ ∂
= + − −

∂ ∂ ∂

∂ ∂
− − −

∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

2

12 66 160 ( ) (.) 1 (.) (.) (.) (.) ,u uc c y y c y
y x x

ψ ψ
 ∂ ∂ ∂ = + − −   ∂ ∂ ∂  

ɶ ɶ ɶ  

12 66

16

0 ( ) ( , )( (.) (.) ( (.) 1)( (.) 1))

2 (.)( ( , ) 1) ( , ),

u

u

c c t x y y x
y x y x

c x t y t
x x

ψ ρ

ψ ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
= + + − − +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ −

∂ ∂

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ
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2 2

12 66 16 2

(.)
0 ( )( ( , ) (.)) (2 ( (.) 1) (.) (.)),u u

u u

x
c c t x c x x

y x x y x x x

ψ ψ
ψ ρ ψ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= + + + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ɶ
ɶ ɶ ɶ

2

12 66

2

16 2

0 ( )( ( , ) (.) ( ( , ) 1))

(2 (.) ( , ) (.)).

u

u

u

u

c c t y y t
y x x y

c y t y
x x x

ψ
ψ ρ ρ

ψ
ψ ρ

∂∂ ∂
= + + − +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

Нехай  06612 =+ cc , 016 =c . Тоді остання система запишеться увигляді: 

2

11 2
'' ( ) ,u

u t c
x

ψ
ρψ

∂
=

∂
 

2 2 2
11 66(.) ' (.) (.)(1 (.)) (.)( (.)) ,

u u u
x c x c x

x y
ρψ ψ ψ

∂ ∂
− = − − −

∂ ∂
ɶ ɶ ɶ   

2 2 2
11 66(.) ' (.) ( , )( (.)) (.)(1 (.)) ,

u u u
y c t y c y

x y
ρψ ψ ρ ψ

∂ ∂
− = − − −

∂ ∂
ɶ ɶ ɶ

11 662 (.) '(.) '(.) 2 (.)( (.) 1) (.) 2 (.) (.)( (.) 1),
u u u

x y c x y c x y
x x y y

ρψ ψ ψ
∂ ∂ ∂ ∂

= − + −
∂ ∂ ∂ ∂

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  

11

2 2

662 2

2 ' (.) '(.) (.) ''(.) (2 ( ( , ) 1)

(.) (.)) ( (.) (.)),

u

u u

u u

x x c x t
x x

x c x
x y

ψ
ρψ ρψ ρ

ψ ψ

∂ ∂
+ = − +

∂ ∂
∂ ∂

+ +
∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

11

2 2

662 2

2 ' (.) '(.) (.) ''(.) (2 ( , )

(.) (.)) ( ( , ) (.)).

u

u u

u u

y y c y t
x x

y c t y
x y

ψ
ρψ ρψ ρ

ψ ψ ρ

∂ ∂
+ = +

∂ ∂
∂ ∂

+ +
∂ ∂

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

Нехай  066 =c .  Тоді з останньої системи отримуємо: 

2

11 2
'' ( ) ,u

u t c
x

ψ
ρψ

∂
=

∂
 

2 2
11' (.) (1 (.)) ,x c x

x
ρ

∂
− = − −

∂
ɶ ɶ   

2 2
11' (.) ( (.)) ,y c y

x
ρ

∂
− = −

∂
ɶ ɶ  

112 '(.) '(.) 2 ( (.) 1) (.),x y c x y
x x

ρ
∂ ∂

= −
∂ ∂

ɶ ɶ ɶ ɶ  
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2

11 2
2 ' (.) '(.) (.) ''(.) (2 ( ( , ) 1) (.) (.)),u

u u ux x c x t x
x x x

ψ
ρψ ρψ ρ ψ

∂ ∂ ∂
+ = − +

∂ ∂ ∂
ɶ ɶ ɶ ɶ  

2

11 2
2 ' (.) '(.) (.) ''(.) (2 ( , ) (.) (.)).u

u u uy y c y t y
x x x

ψ
ρψ ρψ ρ ψ

∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂
ɶ ɶ ɶ ɶ  

Звідси 

)),(~1()/(),('~ 2/1
11 xtx

x
cxtx

∂
∂

−= ρχ , 

1/2
11'( , ) ( / ) ( , ),y t x c y t x

x
χ ρ

∂
=

∂
ɶ ɶ  

( ) ( )1/2 1/23/2 1/2
11 11

( , )1
' ( , ) ( , ) ' ,

4
u

u u

t x
t x c t x c

x

ψ
ψ χ ψ ρ ρ χ ρ− − ∂

= − −
∂

  (5.90) 

1 24 '' 5 ( ') 0.ρ ρ ρ−− =  

Загальний розв’язок системи (5.90)  має вигляд [252]:  

4)(

1
)(

acx
x

+
=ρ , )

)()(
(),(~

2/1
11 acxcc

xФtxtx
+

++=
χ

,  

)
)()(

(),(~
2/1

11
1

acxcc
xФtxxty

+
+−−=

χ
,  

( )
)

1
()(),(

2/1
11 cc

tacxxtu χ
ψ +Η+= , де Ф , 1Ф ,Η -довільні функції, ac, - сталі. 

Розглянемо приклад. Нехай 111 =c , 
4)6(

10
)(

−
=

x
xρ , 1=χ ,

]3,0[],5,0[ ∈∈ tx . 

При цьому: ( ) ( )
x

xt
cxtcxt

u
uu ∂

∂
−−= −− ),(
'

4

1
),(),(' 2/12/1

11
2/32/1

11
ψ

ρχρρψχψ , 

002.0),0( =xuψ , 002.0)0,( =tuψ . 

Графік функції )3,(t
u

ψ  показаний на рис.5.2. 

 Бачимо, що амплітудна функція на початку часового інтервалу спадає, 

 далі спостерігаються певні коливання, після чого вона стає константою. 
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0.5 1 1.5
8 10
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×
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×
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3−

×
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×
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Аналогічну поведінка спостерігається для всіх значень x  з інтервалу 

дослідження. 

 Розв’язок крайової задачі 

 )),(~1()/(),('~ 2/1
11 xtx

x
cxtx

∂
∂

−= ρχ , 0),0(~ =xx , 0)0,(~ =tx  відповідно при 

4.0,1.0 == tx , представлені на рис.5.3-5.4.  

А для задачі ),(~)/(),('~ 2/1
11 xty

x
cxty

∂
∂

= ρχ , xxy sin),0(~ = ,  0)0,(~ =ty , на 

рис.5.5-5.6 (відповідно при 0.4, 0.2x t= = ). 

Аналіз траєкторій показує наявність ефектів відбивання хвилі як в 

напрямку зростання так і спадання щільності. При цьому фрагменти 

траєкторій між точками відбивання близькі до прямолінійних чи спіралей. 

Зауважимо, що при сталій густині матимемо прямолінійні траєкторії. 

Очевидно, що для визначення абсциси точки максимума maxx  збурення 

необхідно розв’язати рівняння 0),(~ =− txxx . Звідси  ),(~
maxmax txyy = .    

На рис. 5.7 представлена множина точок, на якій досягає максимальне 
значення функція ),,,( tzyxWW = .  

 

Рис.5.2 Графік функції )3,(tuψ  
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Рис.5.4. Графік ),4.0(~ xx  Рис.5.3 Графік )1.0,(~ tx  
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Рис.5.7 Траєкторія руху відокремленої хвилі 
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5.7 Висновки 

Таким чином, в роботі доведено, що рівняння руху для анізотропного 

твердого тіла мають точні розв’язки, що моделюють тривимірні відокремлені 

хвилі типу δ -солітонів при наявності анізотропії пружних властивостей, 

вищої від орторомбічної сингонії та виконанні певних умов, яким повинні 

задовольняти пружні сталі.  

Відповідні необхідні та достатні умови існування відокремленої хвилі 

отримані в рамках класичної теорії анізотропного пружного твердого тіла. 

Отримані умови дозволяють за даними пружних сталих визначати,чи існують 

у відповідних матеріалах локалізовані збурення, які не змінюють в часі своєї 

форми,що є важливою характеристикою  відповідних матеріалів. 

В той же час отримані в роботі умови дозволяють досліджувати 

анізотропію пружних властивостей матеріалів методом генерації 

локалізованих солітоноподібних збурень та дослідження особливостей їх 

поширення. 

Побудовано моделі поширення солітоноподібних збурень та досліджено 

низку нелінійних ефектів, що виникають в процесі поширення локалізованих 

збурень, зокрема властивостей відбивання відповідних хвиль у областях 

стрімкої зміни густини. 
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РОЗДІЛ 6. МЕТОДИ ІДЕНТИФІКАЦІЇ ТА ПРОГНОЗУВАННЯ  

ТРАЄКТОРІЙ ВІДОКРЕМЛЕНИХ ХВИЛЬ ЗА РЕЗУЛЬТАТАМИ 

СПОСТЕРЕЖЕНЬ 

Інформація про траєкторії відокремлених хвиль та характер їх руху 

має важливе прикладне значення у випадках, коли відокремлені хвилі самі 

становлять небезпеку (як, наприклад, цунамі) чи є причиною інших 

небезпечних для людини явищ (наприклад, землетрусів). Останніми роками  

експериментально зафіксовані пульсаційні збурення у гірських породах, 

відмінні від сейсмічних хвиль гармонічного типу [86, 305, 289], розглядались 

відокремлені хвилі деформації [200, 288, 289]. Ці результати підтверджують 

перспективність побудови моделей сейсмічних процесів, що враховують 

відокремлені хвилі деформації солітонного типу. Однак, як відомо, 

відокремлені хвилі складно зафіксувати в силу їх просторової локалізації. У 

сейсмічних процесах, наприклад,  локалізовані хвилі можна зафіксувати лише 

по серіях сейсмічних поштовхів, які вони можуть зумовлювати і які 

фіксуються сейсмічними станціями. Тоді важливою є задача групування 

даних спостережень, які можна віднести до одної відокремленої хвилі з 

метою побудови оцінки її траєкторії.  

В цьому розділі розглянемо підходи до ідентифікації траєкторій 

відокремлених хвиль та побудови прогнозних кривих, які ґрунтуються на 

розв’язанні задач, пов’язаних з фундаментальною проблемою моментів для 

різних класів функцій Чебишева. Реалізація відповідних підходів дозволила 

розробити новий метод солітонного аналізу сейсмічних процесів на їх 

форшоковій стадії. 

 

6.1 Алгоритм ідентифікації траєкторій відокремлених хвиль. 

Розглянемо динамічну систему виду: 

},,,,,,{
0

ESXGI
T
Ω=Σ  (6.1) 

де RTtI T ⊂= ],[ 0  - часовий інтервал; - фазовий простір; TIG ×Ω⊂0 -  3R⊂Ω
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початкова множина точок траєкторій відокремлених хвиль; Ω→Ω×
T

IX :  - 

оператор, що визначає траєкторії солітоноподібних хвиль;  - множина 

координат солітоноподібних хвиль в момент часу , ; 

×Ω:E ]1,0[→×
T

IS  - функціонал, який описує вплив солітоноподібних хвиль 

у відповідній точці фазового простору.  

Нехай заданою є початкова множина виду:  

)},()...,,(),,{( 22110 kk txtxtxG = , де 
k

xxx ,...,,
21

 - точки спостережень 

траєкторій, 
k

ttt ≤≤≤ ...
21

 - моменти спостережень. Будемо вважати, що 

моменти спостережень kttt ,...,, 21 – випадкові величини. В такому випадку 

kxxx ,...,, 21  - випадкові вектори.  

Стоїть завдання за результатами  спостережень визначити траєкторії 

відокремлених хвиль, оцінити їх швидкості та побудувати прогноз, тобто 

оцінити множину tS . 

Задача ідентифікації траєкторій за дискретними результатами 

спостережень належить до області інтелектуального аналізу даних (Data 

Mining) , де розроблено багато різноманітних методів та підходів. У нашому 

випадку запропонуємо методи, що використовують специфіку  

досліджуваного явища.  

На першому етапі будемо використовувати інформацію про характер 

швидкості хвилі. Припустимо, що в конкретному фізичному середовищі має 

місце спадання швидкості солітоноподібної хвилі. У такому випадку із 

множини )},()...,,(),,{( 22110 kk txtxtxG =  можемо виділяти такі підпослідовності 

)(),...,(),( ,,, 2211 kk iiiiii txtxtx , для яких виконується умова:
kk iiiiii vvv

13221

~...~~
−

≥≥≥
 
, де  

kjiij
tt

xx
v

ij

ij

ij ,1,,,
),(~ =>

−
=
ρ

, ),( ij xxρ
 
-відстань між точками. 

Очевидно, можемо вимагати виконання  інших умов виходячи зі 

специфіки характеру руху хвиль. Наприклад, з умови випуклости функції 

Ω⊂tS

t ]},[,{ 10 tttSS t ∈=
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швидкості одержуємо співвідношення: )(
~~

~~
1

2

11
1 rr

rr

rr
rr tt

tt

vv
vv −

−

−
+≤ +

+

−+
− , де rr tt =  

або 
2

1−−
= rr

r

tt
t , 1,...,2,1,

),(~

1

1 −=
−

=
+

+ kr
tt

xx
v

rr

rr

ii

ii

r

ρ
. 

 Наступний етап - аналіз траєкторій. Для ідентифікації траєкторій 

можемо запропонувати підхід, аналогічний автокореляційному критерію 

існування тренду. Дійсно, розглянемо послідовність  
ljjj rrr ,...,,

21
 і визначимо 

коефіцієнт автокореляції першого порядку: 

( )( )

( ) ( )∑

∑

=

=

−−

−−
=

−

−

l

i
jj

l

i
jj

l

rrrr

rrrr

R

ii

ii

2

2
1

2
1

2
11

1

1

1

, ∑∑
==

−−
=

−
=

l

i
j

l

i
j ii

r
l

rr
l

r
2

2
2

1 11

1
,

1

1

 
.  

 Аналогічно визначимо коеффициент автокореляції 2
1+lR  для ряду  

121
,...,,

+ljjj rrr . У тому випадку, якщо точка 
1+lj

x не пов'язана з 
ljjj xxx ,...,,

21
, 

тобто випадкова (не належить одній траєкторії солітона), одержимо 

нерівність 2
1

1
+> ll RR . Таким чином, за допомогою коефіцієнта автокореляції 

можемо ідентифікувати траєкторії солітоноподібних хвиль. Помітимо, що при 

такому підході можемо будувати прогноз, знаходячи максимум коефіцієнта 

кореляції між рядом спостережень і його зміщенням на 1 позицію ”вправо”. 

Розглянемо ще один підхід. Нехай 
ljjj xxx ,...,,

21
 - деяка 

підпослідовність  даних спостережень, )}(:),{( ϕϕ frrL ==  - деяка крива 

(записана в полярній системі координат), що проходить через ці точки. 

Розглянемо точку 1

11

+
++

= lj

ll

i

jj erx
ϕ

. Розглянемо подію }),({
11 LxxsxA

ljl ∈∈=
++ ε , 

де )(xsε -коло радіуса ε  та умову  , ,..., , {
121 +

=
ll jjjj xxxxB належать одній 

траєкторії}. 

У такому випадку існує таке ε , що ймовірність події 
1+lA визначається 

співвідношенням: 
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1
( )

( ) ,   ,  
{ ( ), }

1,   ,
r

s x
j

f z dz якщо виконано B
P x s x x L

якщо виконано B

ε

ξ

ε+




∈ ∈ = 


∫
 

де )(zfξ -відповідна функція розподілу . Якщо наступила подія 
1+lA , 

ймовірність якої мала, можемо вважати, що 
121

,,...,,
+ll jjjj xxxx  належать 

траєкторії одного солітона й крива )}(:),{( ϕϕ frrL ==  з ймовірністю 1- 

∫
)(

)(
xs

dzzf
ε

ξ  визначає саму траєкторію .  

Зауважимо, що чисельне моделювання траєкторії відокремленої хвилі, 

що рухається в анізотропному твердому тілі в області зростаючої щільності, 

проведене в роботі [358] показало, що траєкторія переважно прямолінійна або 

являє собою фрагменти спіралей.  

У такому випадку логічно в процесі побудови траєкторій розглядати  

прямолінійні траєкторії або криві в класі функцій виду 

)()(
2

)(
1 ...))(( 21 t

m
tt meeetr

ϕµϕµϕµ αααϕ −−− +++=  (записані в полярній системі 

координат), що представляють собою суму логарифмічних спіралей. Нехай 

lkerx kj

k

i

jkj ,0, ==
ϕ

. Тоді можемо одержати систему співвідношень виду: 

0

000 ...2211 jmm r=+++ ϕϕϕ βαβαβα , 

1

111 ...2211 jmm r=+++ ϕϕϕ βαβαβα , (6.2) 

… 

l

lll

jmm r=+++ ϕϕϕ βαβαβα ...2211 . 

де mie i
i ,1, ==− βµ . Без обмеження загальності можемо вважати, що 00 =ϕ . 

Як випливає з результатів робіт [358] - [359] , система (6.2) має єдиний 

розв’язок  для випадку 12 −= ml  або ml 2=  якщо послідовність 
ljjj rrr ,...,,

10  

строго позитивна.  

Покажемо, що якщо система (6.2) сумісна, то з ймовірністю 1 точки  

ljjj xxx ,...,,
21

належать траєкторії однієї солітоноподібної хвилі.  
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Дійсно, розглянемо перші m рівнянь системи, з яких легко одержати 

співвідношення для параметрів mii ,1, =α  як розв’язок відповідної СЛАР. 

Аналогічні розв’язки для цих же параметрів можна одержати,  розглядаючи m 

рівнянь, починаючи із другого, третього й т.д. Розглянемо співвідношення, 

отримані для перших m  рівнянь і рівнянь, починаючи з другого. Тоді 

прирівнюючи співвідношення, наприклад,  для параметра 1α , одержимо 

рівність двох виразів, один з яких містить значення 
mjjj rrr ,...,,

10
 а  інший – 

1,...,
1 +mjj rr

 
. Але ймовірність такої події дорівнює 0, якщо тільки точки 

121
,...,,

+mjjj xxx
 
не належать кривій виду: 

}...:),{( 21
21

ϕµϕµϕµ αααϕ meeerrL m
−−− +++==   

Таким чином, одержали достатню умову приналежності точок спостережень 

121
,...,,

+mjjj xxx траєкторії одного солітона. У цій умові головну роль відіграє 

питання сумісності системи (6.2), що еквівалентне існуванню розв’язку 

проблеми моментів для системи функцій Чебышева виду },1,{ lit i =ϕ .  

 

6.2 Метод перевірки сумісності характеристичної системи .  

Розглянемо допоміжну  задачу виду: 

021
~...~~

jm r=+++ ααα , 

1

~~...
~~~~

2211 jmm r=+++ βαβαβα , (6.3) 

… 

12

1212

22

12

11

~~...
~~~~

−
=+++ −−−

mj

m

mm

mm
rβαβαβα . 

Якщо система (6.3) сумісна, то можемо визначити функцію )(~ ϕr : 

ϕϕϕ βαβαβαϕ mmr
~~...

~~~~)(~
2211 +++= . Аналогічно у випадку сумісності системи 

(6.2) визначимо функцію виду:  

ϕϕϕ βαβαβαϕ mmr +++= ...)( 2211  .  
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Нехай ,  - деякі бієктивні відображення,

, , , такі, що

, . 

Визначимо наступні функції: 

, де  - функція 

Хевісайда; : .  

Очевидно, що .  

Покажемо, що існують такі відображення , що

 для будь-якого  за виключенням, можливо, інтервалу,  де 

функція  досягає мінімального значення. Останній випадок можливий, 

якщо утворюватимуть немонотонну послідовність.  

Відзначимо, що функція  або монотонна, або унімодальна, що має 

точку мінімуму . Дійсно, монотонність очевидна при виконанні умов :  

;

.  

Розглянемо випадок:  

, .(6.4) 

Нехай . Тоді  монотонність функції 

випливає з (6.4) та нерівності :  

. 

Нехай . Тоді з умов (6.4) випливає: 

. Крім того, 

виконується нерівність:  

 

Таким чином, функция  в цьому випадку має єдину точку мінімуму. 

(.)if 12,0 −= mi

]1,[],[: 1 +→+ iif iii ϕϕ 22,0 −= mi ],12[],[: 1212 ∞−→∞−− mf mm ϕ

,)( if ii =ϕ ,1)( 1 +=+ if ii ϕ 22,0 −= mi 12)( 1212 −=−− mf mm ϕ

)),[()(]),[()()( 1212

22

0
1 ∞∈+∑ ∈= −−

−

=
+ mm

m

i
iii fff ϕϕχϕϕϕϕχϕϕ (.)χ

)(~ ϕr
ϕϕϕ βαβαβαϕ mmr

~~...
~~~~)(~

2211 +++=

12,0,)())((~ −=== mirrfr iii ϕϕ

]1,[],[: 1 +→+ iif iii ϕϕ

)())((~ ϕϕ rfr = ϕ

)(ϕr

krrr ,...,, 20

)(ϕr

0,...,0,0,1,...,1,1 2121 >>>>>> mm αααβββ

0,...,0,0,10,...,10,10 2121 >>><<<<<< mm αααβββ

10,...,10,1,...,1,1 121 <<<<>>> + mrr βββββ 0,...,0,0 21 >>> mααα

0ln...lnln 2211 >+++ mm βαβαβα

mmmmm βαβαβαββαββαββα ϕϕϕ
ln...lnlnln...lnln 2211222111 +++>+++

0ln...lnln 2211 <+++ mm βαβαβα

:0ϕ∃ 0ln...lnln 000
222111 >+++ ϕϕϕ ββαββαββα mmm 101 : ϕϕϕ <∀

.ln...lnlnln...lnln 111000
222111222111

ϕϕϕϕϕϕ ββαββαββαββαββαββα mmmmmm ++<+++

)(ϕr
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Аналогічний результат отримуємо, коли - довільні. 

Розглянемо інтервал , на якому функція  монотонна. 

Функція  буде монотонною на інтервалі . Тоді можемо 

побудувати відображення  таке, що  на 

інтервалі  наступним способом: .  

Нехай )),[()(]),[()()( 1212

22

0
1 ∞∈+∑ ∈= −−

−

=
+ mm

m

i
iii fff ϕϕχϕϕϕϕχϕϕ . 

Очевидно, що 12,0,)())((~ −=== mirrfr iii ϕϕ . В такому випадку значення 

mm
βββααα ,...,,,,...,,

2121
 знаходимо як розв’язки системи рівнянь: 

))0((~...21 frm =+++ ααα , 

))1((~...2211 frmm =+++ βαβαβα , (6.5) 

… 

))12((~...
1212

22

12

11 −=+++ −−−
mfr

m

mm

mm βαβαβα . 

Система рівнянь (6.5) є системою моментних співвідношень для степеневої 

проблеми моментів, яка розв’язується відомим методом. 

Таким чином, одержуємо необхідну умову спільності системи (6.3): якщо 

системи (6.4) та (6.3) сумісні, то сумісна і система (6.5). Помітимо, що на 

етапі перевірки сумісності відображення )(ϕf -невідоме (воно може не 

існувати, якщо система (6.3) несумісна). У найпростішому випадку 

відображення ]1,[],[:
1

+→+ iif
iii
ϕϕ  можна реалізувати як лінійні 

перетворення виду: )/())1(()( 11 ++ −−−+= iiiii xiixf ϕϕϕϕ , 22,0 −= mi , 

1212 /)12()( −− −= mm xmxf ϕ  . Очевидно, що з метою збільшення точності 

можемо розглянути відображення виду: ])1(,[],[: 1 ∆+∆→+ iif iii ϕϕ ,де 

12)12( +=+∆ mm ϕ . 

Розглянуті вище міркування дозволяють звести задачу перевірки 

сумісності системи (6.2) до задачі перевірки сумісності системи моментних 

співвідношень для степеневої проблеми моментів, яка розглянута вище. 

iα

],[ 1+kk ϕϕ )(ϕr

)(~ ϕr ]1,[ +kk

]1,[],[: 1 +→+ kkf kkk ϕϕ )())((~ ϕϕ rfr k =

],[ 1+kk ϕϕ ))((~)( 1 ϕϕ rrfk
−=
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Алгоритм перевірки сумісності систем (6.3) та (6.4) будуватимемо на основі 

Теореми 6.1., яку розглянемо далі. Зауважимо, що описаний вище алгоритм 

перевірки сумісності являє собою, по суті, і методом розв’язку 

експоненційної проблеми моментів, що дозволяє звести її до степеневої.  

 

6.3 Деякі підходи до проблематики побудови прогнозної траєкторії 

солітоноподібної хвилі 

Нехай ),()...,,(),,(
2211 kk

txtxtx , де 
k

xxx ,...,,
21

 - точки вже ідентифікованої 

траєкторії солітоноподібної локалізованої хвилі у фазовому просторі,  

k
ttt ≤≤≤ ...

21
- моменти часу.   

Будемо вважати, що ),( 21
kkk xxx = . Використовуючи підхід, аналогічний 

до побудови інтерполяційного многочлена Лагранжа,  можемо розглянути 

функцію виду: 

l

k

l

k

lj
j jl

j
x

xx

xx
xf ∑ ∏=

=
−≠

= −2
1

1 1 ),(

),(
)(

ρ

ρ
,  (6.6) 

де ),( yxρ -відстань між точками у просторі відповідної розмірності.  

Очевидно, що остання функція задає відображення 
1+→

kk
xx . Аналогічно 

можемо розглянути простір-час: 

),,(
),,,(

),,,(
),(

2
1

1
11

ll

jjll

jj

ii

k

l

k

lj
j iiii

ii
tx

txtx

txtx
txf ∑ ∏=

=
−≠

=
−−

ρ

ρ
  (6.7) 

де ),,,(
21

tytxρ  - відстань між точками у просторі-часі відповідної 

розмірності. Очевидно, що функція (6.7) задає відображення 

),(),(
11 ++

→
kkkk iiii

txtx . 

Відзначимо, що функцію (6.7) зручно використовувати при наявності 

відбивань хвилі, коли траєкторія є ламаною. Однак при цьому слід зауважити, 

що використання функцій виду (6.7) часто дає великі похибки .  

Розглянемо полярну систему координат.  Нехай траєкторія 

відокремленої хвилі в полярній системі координат описується функцією виду:  
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)()(

2

)(

1
...)( 21 t

m

tt meeetr
ϕµϕµϕµ ααα −−− +++= . 

Нехай ierx
ii

ϕ= . Тоді можемо записати систему співвідношень: 

11 1 2 1

1 2 1... ,m

me e e rµ φµ φ µ φα α α −− −+ + + =  

21 2 2 2

1 2 2... ,m

me e e rµ φµ φ µ φα α α −− −+ + + =   

… 

1 2

1 2 ... .k k m k

m ke e e rµ φ µ φ µ φα α α− − −+ + + =  

Позначимо kie i
i ,1, ==− βµ . Тоді остання система матиме вигляд: 

12211
111 ... rmm =+++ ϕϕϕ βαβαβα  

22211
222 ... rmm =+++ ϕϕϕ βαβαβα  (6.8) 

… 

kmm rkkk =+++ ϕϕϕ βαβαβα ...2211  

Сумісність систем розглянута вище. Зупинимось зараз на практичних 

аспектах знаходження розв’язків систем (6.7)-(6.8). Розглянемо систему 

функцій . Як вже відзначалось вище, така система утворює 

систему Чебишева при виконанні умов [360]: . Як бачимо , 

система (6.38) фактично є системою моментних співвідношень для системи 

функцій  чи визначає експоненційну проблему у випадку (6.7).  

В частинному випадку, коли  , отримуємо степеневу 

проблему моментів. Тоді основний результат можемо переформулювати так: 

якщо послідовність чисел  строго позитивна, то існує одне і тільки 

одне її представлення (6.8), причому при  точки зосередження мас 

співпадають з коренями многочлена , а при : 

. Точки зосередження мас  в нашому випадку - це 

. Тоді  легко знайти, розв’язуючи СЛАР.  

},1,{ kit i =ϕ

kϕϕϕ ...21 <<

},1,{ kit i =ϕ

kiii ,1,1 =−=ϕ

krrr ,...,, 20

12 −= mk

m
i

i
miii trrr 011 |...|det =−++ mk 2=

m
i

i
mii trrt 01 |...|det =++

mii ,1, =β mii ,1, =α
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Відзначимо, що у випадку довільних значень , , 

отримати результат, аналогічний до наведеного вище, вдається лише для 

часткових випадків. Наприклад, виконання умови 

0|...|det
01

11

21
==+

−++ m

iiiii

i

m

mi

m

ii ϕϕϕϕ ββββ 1,1,0 +=≤≤∀ mkmi
k . (6.9) 

достатньо для того, щоб точки сосредоточения мас задачі (6.2) співпали з 

коренями многочлена m
imiii

itrrr 011 |...|det =−++
ϕ

. Це твердження легко отримати 

з співвідношень (6.8) та рівності виду: 

.|...|det......

...|...|det|...|det

1
0

1 1

1
021011

1

12

1121
2

1

∑ ∑ ∑=

==∑=

=
=

= =

=
=−++=−++

+−+−

−

+−

m

i

m
ikiiiiii

m

i

m

i

m

i

m
ikimiiii

m
ikmiii

iim

m

im

m

i

m
m

m

iim

mm

i rrrrrr

ϕϕϕϕ

ϕϕϕ

ββββααα

ββαβ
 

В такому випадку можемо скористатись підходом, описаним вище для 

відповідного класу функцій. 

 

6.4 Деякі аспекти конструктивного розв’язку степеневої проблеми 

моментів 

Нехай маємо систему рівнянь виду: 

,...
021

r
m
=+++ ααα  

,...

...

,...

1

11

22

1

11

12211

−
−−− =+++

=+++

n

n

mm

nn

mm

r

r

βαβαβα

βαβαβα
 (6.10) 

та виконується умова: 

mjmijiji ,1,,1,, ==≠≠ ββ  , (6.11) 

2n m= , 

0jα > ,1 0, 1,j j mβ> > = . 

В цьому випадку питання про сумісність та розв’язок системи (6.10) 

еквівалентне розв’язку степеневої проблеми моментів Маркова на інтервалі 

(0,1) в її класичній постановці.   

kii ,1, =ϕ kϕϕϕ ...21 <<
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Лема 6.1.  Нехай система (6.10) сумісна ,  виконуються умови (6.11). 

Тоді  послідовність чисел 1 2 2 1, ,..., mr r r −  є строго позитивною відносно 

системи функцій 1, 122
,...,,

−p
ttt  , на інтервалі [0,1] . 

Дійсно, розглянемо довільний многочлен виду : 

12
121012 ...)( −
−− +++= m

mm tataatQ  порядку 2m-1 . Тоді визначимо 

функціонал G наступним чином:  12121100 ...)( −−+++= mm rararaQG . Нехай 

0)(
12

≥− tQ
m

 на інтервалі (0,1). Тоді маємо:  

12121100
...)( −−+++=

mm
xaxaxaQG = )(...)()(

1221221121 mmmmm
QQQ βαβαβα −−− +++ . 

Покажемо, що існує таке i , що 0)(
12

>− im
Q β . Припустимо, що це не так. Тоді 

0)(
12

=− im
Q α , mi ,1= . Тоді цей многочлен буде мати вигляд: 

2 1 1 2( ) ( )( )mQ t t tβ β− = − − 1...( ) ( )m mt P tβ −− . Припустимо, що 
i
β  не є коренем 

многочлена )(
1

tP
m− . Але тоді можемо вибрати малий окіл точки 

i
β  так, щоб 

знак многочлена )(
12 im

Q α−  змінювався при  “переході через точку”. Оскільки  

i
α є (0,1), то отримуємо протиріччя з тим, що многочлен 0)(

12
≥− tQ

m
. Отже, 

будь-яке число i
α  , mi ,1=  є коренем многочлена )(

12
tQ

m− . Але ж цей 

многочлен має не більше 2m-1 коренів. Отримане протиріччя і доводить лему.  

Таким чином, виконання умови (6.11) та сумісності системи (6.10) 

достатньо для строгої позитивності відповідної послідовності, а отже, і 

існування та єдиності розв’язку системи (6.10). Причому цей розв’язок може 

бути знайдений вказаним вище методом.  Знайшовши достатнью умову 

сумісності системи (6.10), ми, фактично, отримаємо ще один шлях розв’язку 

степеневої проблеми моментів Маркова для деякого випадку ( парне n, нижнє 

головне представлення). 

Лема 6. 2.  Функція виду   

n

mm

nn

mmn
f βαβαβαβββααα +++= ...),...,,,...,(

22112121
 є випуклою.  

Як відомо, функція є випуклою на деякій випуклій множині, якщо її 

гессіан є невід’ємно визначеною матрицею. Розглянемо гессіан  
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H= 1 2 1 2

, 1,2

( , ,..., , , ,..., )
,n m m

i j i j m

f

x x

∂ α α α β β β
∂ ∂

=

),...,,,,...,,(),...,,(
2121221 mmm

xxx βββααα≡  . 

Легко бачити, що його елементи є такими: 

1

1

2

, ,1 ,

, , 2 ,

( 1) , 2 , ,

0,  в противному випадку.

n

i

n

i

ij
n

i i

n j m i i m

n j i m m i m
h

n n m i m i j

β

β

β α

−

−

−

 = + ≤ ≤


= − ≤ ≤
= 

− ≤ ≤ =



  (6.12) 

Перевіряємо невід’ємну визначеність за допомогою критерію Сельвестра. 

Легко бачити, що всі діагональні мінори, крім останнього є нульовими. 

Останній мінор рівний 0... 2222

2

22

1

2 ≥−−− n

m

nnmk βββ . Отже, функція випукла. 

Лема 6.3. Область, задана співвідношеннями (6.10)-(6.11) є випуклою. 

 Справедливіcть твердження випливає з очевидних тверджень: 

а) множина виду }0)(:{ ≤xfx  є випуклою, якщо випукла функція )(xf ; 

б) перетин випуклих множин є випуклою множиною. 

Тоді випуклою буде і область (6.10)-(6.11) як перетин випуклих множин. 

  Розглянемо деякі необхідні умови сумісності системи (6.10). 

         Лема 6.4  Якщо система (6.10) сумісна, то виконується співвідношення:       

                          
110

... −>>>
n

rrr . 

         Твердження леми очевидне. 

         Лема 6.5   Якщо система (6.10) сумісна, то виконується співвідношення: 

          )(2
211 −−− −+>

iiii
rrrr , 2, 1.i n= −  

          Ця умова випливає з геометричного представлення точок 
i

r . 

          Лема 6.6 

     Послідовність 22,0,1 −==+ miconst
r

r

i

i , тоді і тільки тоді, коли 

m
µµµ === ...

21
. 

Доведення. 
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           Розглянемо систему (6.10). Покажемо, що 22,0,
1

1 −=≥
−

+ mi
r

r

r

r

i

i

i

i  

Маємо:    

)...(
)1()1(

2

)1(

1

21 +−+−+− +++ i

m

ii meee
µµµ ααα )...(

)1()1(

2

)1(

1

21 −−−−−− +++ i

m

ii meee
µµµ ααα = 

=

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)22

1 1 1 1 1

( )22

1 1 1

( )22 2

1 1 1

( )

2 .

l p l pl

l p l p p ll

l pl

m m m m m
i i i i

l p l l p

l p l l p
l p

m m m
i

l l p

l l p p

m m m
i

l l p i

l l p p

e e e

e e e e

e e r

µ µ µ µµ

µ µ µ µ µ µµ

µ µµ

α α α α α

α α α

α α α

− + − − − + − −−

= = = = =
≠

− + − −−

= = + =

− +−

= = + =

= = + =

= + + >

> + =

∑∑ ∑ ∑∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

Відповідна нерівність перетворюється в рівність тоді і тільки тоді, коли 

1 2 ... .mµ µ µ= = =  

Використовуючи Лему 6.6, необхідну умову сумісності системи (6.10)  

можемо сформулювати наступним чином. 

            Лема 6.7 Якщо система (6.10) сумісна , то виконується наступна 

система     

 нерівностей:   ,0
0
>r  

22,1,
1

2

1 −=<< −
− mirr

r

r
ii

i

i  (6.13) 

Нехай маємо систему виду:  

....

...

,...

,...

1

11

22

1

11

12211

021

−
−−− =+++

=+++

=+++

n

n

mm

nn

mm

m

r

r

r

βαβαβα

βαβαβα

ααα

 (6.14) 

та виконуються умови: 

mn 2≤ , (6.15) 

mj
jj

,1,01,0 =>>> βα . (6.16) 
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Теорема. 6.1  Необхідною і достатньою умовою сумісності системы 

(6.14) є виконання системи нерівностей виду: 

0

min max

0,

, 1, ,i i i

r

r r r i m

>

≤ ≤ =
 (6.17) 

де  
maxmin ,

ii
rr - розв’язки задач нелінійного програмування : 

),...min(
2211

min i

mm

ii

i
r βαβαβα +++=  (6.18) 

),...max(
2211

max i

mm

ii

i
r βαβαβα +++=  

при умовах : 

....

...

,...

,...

1
11

22
1

11

12211

021

−
−−− =+++

=+++

=+++

i
i
mm

ii

mm

m

r

r

r

βαβαβα

βαβαβα

ααα

 

 (6.19) 

mj
jj

,1,01,0 =>>> βα .  

 

Відзначимо, що відповідні мінімальні та максимальні значення можуть не 

досягаються , оскільки  допустима область  незамкнута. Тоді maxmin , ii rr  

визначимо як відповідне мінімальне та максимальне значення в області 

mj
jj

,1,01,0 =≥≥≥ βα .  

Доведення 

Необхідність є очевидною. Покажемо достатність. Нехай виконується 

система нерівностей (6.17). Покажемо, що система (6.14) при виконанні 

співвідношень (6.15)-(6.16) є сумісною. Будемо послідовно аналізувати 

підсистеми, що складаються з перших  i  рівнянь системи (6.14). Очевидно, 

що рівняння  
021

... r
m
=+++ ααα ,  має розв’язки при виконанні нерівності 

0
0
>r . Нехай сумісною є підсистема перших i рівнянь системи (6.14) та 

виконуються співвідношення mjiji
ji

,1,,, =≠≠ ββ . Позначимо відповідну 

допустиму область через 
i

Ω . Нехай 
1+ir  - таке число, що виконується 



308 

 

нерівність: 
max

11

min

1 +++ <<
iii

rrr . Якщо існує така точка z в області 
i

Ω , що 

11
)( ++ =

ii
rzf , то, в силу визначення 

max

1

min

1
, ++ ii
rr  , сумісною є  підсистема з перших 

i+1 рівнянь. Для виконання вказаної умови для будь-якого  
max

11

min

1 +++ <<
iii

rrr  

достатньо зв’язності області .  Але в силу леми (6.3) область, що визначається 

співвідношенням (6.16) є зв’язною. 

Розглянемо ситуацію, коли не виконується співвідношення : 

mjiji
ji

,1,,, =≠≠ ββ . Тоді допустима область буде незв’язною. Вона 

розбивається на випуклі підмножини гіперплощинами виду 

mjijiP
jiij

,1,},,:),{( =≠== βββα , які не належать допустимій області. 

Припустимо, що точка  z  така що 
iii

rzfz Ω∩= ++ })(:{
11

=∅. Однак, звідси 

випливатиме, що 
iii

rzfz Ω∩= ++ })(:{
11

 належить відповідній гіперплощині і не 

існує точки, яка б їй не належала. Однак очевидно, що 
iii

rzfz Ω∩= ++ })(:{
11

 не 

є гіперплощиною, що випливає з нелінійності )(zf n , що означає сумісність 

преших i+1 рівнянь.  Теорема доведена. 

Будемо знаходити відповідні мінимальні та максимальні значення. 

Введемо функцію Лагранжа :
1

1 1 2 2 1 1

0

( , , ) ... (
i

i i i j

m m j

j

L y α λ α β α β α β λ α β
−

=

= + + + + +∑  

2 2
... ).j j

m m j
rα β α β+ + + − Запишемо систему співвідношень для знахождення 

стаціонарных точок функції Лагранжа: 

1

1 1

0

0,
i

i j

j

j

β λ β
−

=

+ =∑  

1

2 2

0

1

0

0,

......................

0,

i
i j

j

j

i
i j

m j m

j

β λ β

β λ β

−

=

−

=


+ =




 + =


∑

∑

 

(6.20) 
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1
1 1

1 1 1

1

1
1 1

2 2 2

1

1
1 1

1

( ) 0,

( ) 0,

......................

( ) 0,

i
i j

j

j

i
i j

j

j

i
i j

m j m m

j

i j

i j

i j

β λ β α

β λ β α

β λ β α

−
− −

=

−
− −

=

−
− −

=


+ =




+ =





+ =


∑

∑

∑
 

(6.21) 

 ....

...

,...

,...

1

11

22

1

11

12211

021

−
−−− =+++

=+++

=+++

i

i

mm

ii

mm

m

r

r

r

βαβαβα

βαβαβα

ααα

 

(6.22) 

Нехай 
1

0

( )
i

i j

i j

j

P t t tλ
−

=

= +∑ .  Із систем (6.20)-(6.22) випливає, що значення 

m
βββ ,...,,

21  - корені цього многочлена кратності ≥2. Оскільки mi 2< , то 

звідси випливає, що (6.20)-(6.22)  несумісна при виконанні умов (6.16). Отже, 

будемо аналізувати граничні точки допустимої області.  

 

6.4.1 Знаходження точок мінімуму цільової функції допоміжної 

задачі нелінійного програмування в умові теореми про сумісність 

Розглянемо випадок, когда число i-парне. Нехай виконується умова: 

, , 1, , 1, ,
k j

k j k p j pβ β≠ ≠ = = mpp βββ === + ...1 , де  
2

i
p

 =   
 , [ ] - ціла частина 

числа. Система співвідношень (6.22) будет мати вигляд : 

....

...

,...

,...

1

11

22

1

11

12211

021

−
−−− =+++

=+++

=+++

i

i

pp

ii

pp

p

r

r

r

βαβαβα

βαβαβα

ααα

 (6.23) 

де 
mppp

αααα +++= +
− ...

1
. 

Можна показати, що послідовність, яка допускає представлення (6.23) 

строго позитивною. Тоді  точки зосередження масс iβ  можуть бути знайдені 
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як корені многочлена 
p

i
i

piii trrr 011 |...|det =−++ , а значення iα  - як розв’язки 

відповідної СЛАР.  Тоді розв’язки  ),( βα  систем (6.20)-(6.22) мають таку 

структуру: s= ),( αy =( pppmppp zzz βββββααα ,...,,,...,,,,...,,,,...,, 211121 +− ),  де 

mp zz ,..., - такі невід’ємні числа, що −=++ pmp zz α... ,  

 ppp ββαααα ,...,,,,...,, 1121
−

− -розв’язки системи (6.22). 

Покажемо, що цільова функція досягає мінімум в  стаціонарних точках 

функції Лагранжа. 

   Лема 6.8 Нехай ),,( λβα  – розв’язок системи (6.20)-(6.22), 

),,...,,( **
2

*
1 mαααα = ),,...,,( **

2
*
1 mββββ = ),...,,( *

1
*
1

*
0 −= nλλλλ , 

* * * * * *

1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ... ( ) .i i i

m mf α β α β α β α β= + + +  

Тоді виконується співвідношення:   
1

*

0

( , , ) .
i

j j

j

L rα β λ λ
−

=

= −∑   

Доведення 

Маємо: 

1
* * * * * * * * * * * * *

1 1 2 2 1 1 2 2

1

( , , ) ... ( ... )
i

i i i j j j

m m j m m j

j

L rα β λ α β α β α β λ α β α β α β
−

=

= + + + + + + + − +∑
1 1

* * * * * * * * * *

0 1 2 0 1 1

0 0

( ... ) ( ) ... ( ) .
i i

i

m i m i m j j j j

j j

r P P r rλ α α α α β α β λ λ
− −

= =

+ + + + − = + + − = −∑ ∑  

Лема 6.9  Функція i
mm

ii βαβαβα +++ ...2211  досягає свого глобального 

мінімуму в будь-якій точці, що є розв’язком  (6.20)-(6.22). 

Доведення 

Очевидно, що виконується співвідношення: 

),,(),,(),( λβαλβαβα LLf ==  . Маємо:  

∑ −+++++++=
−

=

1

0
22112211 )...(...),,(

i

j
j

j
mm

jj
j

i
mm

ii ryL βαβαβαλβαβαβαλα
 

∑ =−∑+++∑++∑+=
−

=

−

=

−

=

−

=

1

0

*
1

0

*
1

0
2

*
22

1

0
1

*
11 )(...)()(

i

j
jj

i

j

j
mj

i
mm

i

j

j
j

i
i

j

j
j

i rλβλβαβλβαβλβα  
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),(),,(),,()(...)()( 12211 βαλβαλβαβαβαβα fLLPPP imii =≥++++= , 

.)()(
0

2*
1

0

*
∐

p

k
k

i

j

j
j

i

i
ttttP

=

−

=
−=+= ∑ βλ  

     Нехай i-непарне. Розглянемо такі точки, для яких виконується 

               0...1 ===+ mp ββ , де p=[i/2] .                                                             (6.24) 

 Тоді система (6.22) запишеться у вигляді:  

....

...

,...

,...

1
11

22
1

11

12211

0121

−
−−−

+

=+++

=+++

=++++

i
i
pp

ii

pp

pp

r

r

r

βαβαβα

βαβαβα

αααα

  (6.25) 

В цьому випадку система (6.25) має єдиний розв’язок (послідовність 

чисел 
110

,...., −n
rrr допускає єдине нижнє головне представлення), яке можна 

знайти наступним способом. Точки зосередження мас знаходимо як корені 

многочлена 
p

j
j

pjj trrt 01 |...|det =++  , вектор ),...,,( **
2

*
1 mαααα =  знаходимо як 

розв’язок СЛАР. Доведення того факту, що цільова функція досягає мінімума 

в точності повторює відповідне доведення в попередньому випадку. 

Зауважимо лише, що  0*
0 =λ  и 22

2
2

1 )...()()()( pn tttttP ααα −−−= ≥0, t є [0,1]. 

 

6.4.2 Знаходження точок максимуму цільової функції допоміжної 

задачі нелінійного програмування 

Маємо систему (6.20)-(6.22). При i<2m вона несумісна. Нехай i – парне. 

Розглянемо умови:  1... 12/1 ==== +− imm βββ , 02/ =iβ . Тоді
 

∑
−

=
+−−

+−−

+−+++++++

+++++++=
1

1
1]2/[1]2/[1]2/[2211

1]2/[1]2/[1]2/[2211

)......(

......),,(

i

j
jmi

j

ii

jj

j

mi

i

ii

ii

r

L

ααβαβαβαλ

ααβαβαβαλαβ

    

0 1 2 0( ... ).m rλ α α α+ + + + −  

Система, що описує стаціонарні точки функциї Лагранжа має вигляд:
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1 1

1 1 2 2

0 0

1

[ /2] 1 [ /2] 1

0

1

0

0

0, 0,

......................

0.

1 0, 0,

i i
i j i j

j j

j j

i
i j

i j i

j

i

j

j

β λ β β λ β

β λ β

λ λ

− −

= =

−

− −
=

−

=


+ = + =




 + =


+ = =



∑ ∑

∑

∑
 (6.26)

 

1
1 1

1 1 1

1

1
1 1

2 2 2

1

( ) 0

( ) 0

i
i j

j

j

i
i j

j

j

i j

i j

β λ β α

β λ β α

−
− −

=

−
− −

=

+ =

+ =

∑

∑
 

… 

1
1 1

[ /2] 1 [ /2] 1 [ /2] 1

1

( ) 0,
i

i j

i j i i

j

i jβ λ β α
−

− −
− − −

=

+ =∑

 

(6.27) 

 

1 2 0

1 1 2 2 [ /2] 1 [ /2] 1 [ /2] 1 1

1 1 1

1 1 2 2 [ /2] 1 [ /2] 1 [ /2] 1 1

... ,

... ... ,

...

... ... .

m

i i i m

i i i

i i i m i

r

r

r

α α α

α β α β α β α α

α β α β α β α α

− − +

− − −
− − + −

+ + + =

+ + + + + + =

+ + + + + + =  

(6.28)

 

Розглянемо многочлен виду: 2
12/

2
1 )...())(1()( −−−−= ii tttttP ββ . З систем 

(6.26)-(6.27) випливає, що  1 2 [ /2] 10,1, , ,..., iβ β β − -корені многочлена 
1

0

i
i j

j

j

t tλ
−

=

+∑ , 

причому 1 2 [ /2] 1, ,..., iβ β β −  мають ранг 2. Звідси можемо знайти значения  

* , 3, 1
j

j iλ = − , зокрема 2 2

0 1 1 /2 10, ... iλ λ β β −= = −  .  

Відзначимо, що система (6.28) сумісна. Дійсно, послідовність  

r�, r�, … , r�, що допускає представлення (6.28) строго позитивна. Розглянемо 

підсистему 

)....(...

...

),...(...

1]2/[1
1

1]2/[1]2/[
1

22
1

11

1]2/[21]2/[
2

1]2/[2
2

21
2

1

mii
i
ii

ii

miii

r

r

ααβαβαβα

ααβαβαβα

++−=+++

++−=+++

+−
−

−−
−−

+−−
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Вона має єдиний розвязок відносно змінних 
1]2/[1]2/[22

1

11
,,...,,, −− ii
βαβαβα . 

Підставляючи цей розв’язок в рівняння 

  
1 1 2 2 [ /2] 1 [ /2] 1 [ /2] 1

... ...
i i i m

rα β α β α β α α− − ++ + + + + + =  знайдемо mi αα +++ ...1]2/[ .  

Тоді з рівняння 
1 2 0... m rα α α+ + + =  знаходимо 

[ /2]i
α .

 Повторюючи міркування аналогічних лем, легко показати, что функція 

1 1 2 2 ...i i i

m mα β α β α β+ + +  досягає максимуму в точці ,  ( , , )α β λ , що є розв’язком 

системы (6.26)-(6.28).  Дійсно, нехай * * *

1 2( , ,..., )mα α α α= * * *

1 2( , ,..., )mβ β β β=

* *

1 1(0, ,..., )nλ λ λ −= , * * * * * *

1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ... ( )i i i

m mf α β α β α β α β= + + + . 

Тоді виконується співвідношення:   
1

*

0

( , , ) .
i

j j

j

L rα β λ λ
−

=

= −∑   

Дійсно,
* * * * * * * *

1 1 2 2 [ /2] 1 [ /2] 1 [ /2] 1( , , ) ... ...i i i

i i i mL α β λ α β α β α β α α− − += + + + + + + +

1
* * * * * * * * *

1 1 2 2 [ /2] 1 [ /2] 1 [ /2] 1

1

* * * *

0 1 2 0

( ... ... )

( ... )

i
j j j

j i i i m j

j

m

r

r

λ α β α β α β α α

λ α α α

−

− − +
=

+ + + + + + + − +

+ + + + − =

∑
 

1
* * * * * * * * *

1 1 [ /2] 1 [ /2] 1 [ /2] 1 0 [ /2]

0

1 1
* * * *

0 [ /2]

0 0

( ) ... ( ) ( ... ) (1)
i

i

i i i m j j i

j

i i

i j j j j

j j

P P P r

r r

α β α β α α λ λ α

λ α λ λ

−

− − +
=

− −

= =

= + + + + + − + =

= − = −

∑

∑ ∑
 

Лема 6.10   Функція 
i

mm

ii βαβαβα +++ ...
2211

 досягає свого глобального 

максимуму в  точці, що є розв’язком  системи (6.26)-(6.28). 

Доведення 

 ),,(),( λβαβα Lf =  в силу  (6.28) . Тоді 

=−+++++++== ∑
−

=

1

0
2211

*

2211
)...(...),,(),(

i

j
j

j

mm

jj
j

i

mm

ii rLf βαβαβαλβαβαβαλβαβα

∑ =−∑+++∑++∑+=
−

=

−

=

−

=

−

=

1

0

*
1

0

*
1

0
2

*
22

1

0
1

*
11 )(...)()(

i

j
jj

i

j

j
mj

i
mm

i

j

j
j

i
i

j

j
j

i rλβλβαβλβαβλβα  

),(),,()(...)()( 2211 βαλβαβαβαβα fLPPP mimii ≤++++= , 

.)...())(1()( 2

12/

2

1 −−−−=
ii

tttttP ββ Лема доведена. 
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Нехай  i-непарне, 
1 /2 1... 1.m m iβ β β− += = = = Тоді Функція Лагранжа 

матиме вигляд: 

1 1 2 2 [ /2] [ /2] [ /2] 1( , , ) ... ...i i i

i i i mL y α λ α β α β α β α α+= + + + + + + +  

1

1 1 2 2 [ /2] [ /2] [ /2] 1 0 1 2 0

1

( ... ... ) ( ... )
i

j j j

j i i i m j m

j

r rλ α β α β α β α α λ α α α
−

+
=

+ + + + + + + − + + + + −∑

 Система, яка визначає стаціонарні точки функциї Лагранжа має вигляд: 

1

1 1

0

1

2 2

0

1 1

[ /2] [ /2]

0 0

0,

0,

......................

0,1 0,

i
i j

j

j

i
i j

j

j

i i
i j

i j i j

j j

β λ β

β λ β

β λ β λ

−

=

−

=

− −

= =


+ =



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




+ = + =


∑

∑
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(6.29) 
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−
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(6.30) 

 

1 2 0

1 1 2 2 [ /2] [ /2] [ /2] 1 1

1 1 1

1 1 2 2 [ /2] [ /2] [ /2] 1 1

... ,

... ... ,

...

... ... .

m

i i i m

i i i

i i i m i

r

r

r

α α α

α β α β α β α α

α β α β α β α α

+

− − −
+ −

+ + + =

+ + + + + + =

+ + + + + + =  

(6.31)

 

Розглянемо многочлен  виду: 2 2

1 [ / 2]
( ) ( 1)( ) ...( )

i i
P t t t tβ β= − − −  . З систем 

(6.29)-(6.30) випливає, що  1 2 [ /2]1, , ,..., iβ β β -корені многочлена 
1

0

i
i j

j

j

t tλ
−

=

+∑ , 

причому ]2/[21 ,...,, iβββ  ранга 2≥  . Звідси можемо знайти значення  

* , 3, 1
j

j iλ = − , зокрема 2 2

0 1 /2 1... iλ β β −= −    
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Зауважимо, що система (6.31) – сумісна. Дійсно, послідовність  

��, ��, … , ��, строго позитивна. Розглянемо підсистему
 

.......

...

,......

11]2/[
1

]2/[]2/[
1

22
1

11

11]2/[]2/[]2/[2211

−+
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+

=++++++

=++++++

imi
i
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ii

miii

r

r

ααβαβαβα

ααβαβαβα

 

Вона має єдиний розв’язок відносно ]2/[]2/[22
1
11 ,,...,,, ii βαβαβα . 

Підставляючи цей розв’язок у рівняння  021 ... rm =+++ ααα  знайдемо 

mi αα +++ ...1]2/[ . 

 Лема 6.11 Нехай вектор ),,( λβα  є розв’язком системи (6.29)-(6.31), 

* * *

1 2( , ,..., )mα α α α= * * *

1 2( , ,..., )mβ β β β= * * *

0 1 1( , ,..., )nλ λ λ λ −= ,  

* * * * * *

1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ... ( )i i i

m mf α β α β α β α β= + + + . 

Тоді виконується співвідношення:   
1

*

0

( , , )
i

j j

j

L rα β λ λ
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= −∑  .  
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         Лема 6.12   Функція i
mm

ii βαβαβα +++ ...2211  досягає свого глобального 

максимуму в  точці, що є розв’язком системи (6.29)-(6.31). 

Доведення 

 Маємо: ),,(),( λβαβα Lf =  . Тоді 
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Відзначимо, що підхід до перевірки сумісності описаний вище, може 

бути використаний для перевірки сумісності різних систем нелінійних 

рівнянь.  

Розглянемо , наприклад, систему нелінійних рівнянь виду : 


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де a R i mi ∈ =1
1, ,  - деякі параметри, f x x xi m( , ,..., )1 2  - функції, що не залежать 

від параметрів ai , ( , ,..., )x x x Rm
m

1 2 ∈ ⊂Ω , де Ω - деяка обмежена , замкнута  

та зв’язна множина. 

Нехай при деякій умові A1 непорожньою є множина, що задовольняє, 

наприклад, перше рівняння системи. Тоді необхідною та достатньою умовою 

сумісності  є така: 





=<< ,,2,

,

maxmin

1

miaaa

A

iii

 

де 
maxmin

ii
aa −  є відповідно мінімальне та максимальне значення функцій 

),...,,(
21 ni

xxxf   при умовах: 

( , ,..., )x x x Rm
m

1 2 ∈ ⊂Ω ,                                                  
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Відзначимо, що результат залишається в силі і для систем виду: 
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Проблема полягає лише у знаходженні відповідних мінімальних та 

максимальних значень.

6.5 Модель сейсмічного процесу

Незважаючи на те, що на сьогоднішній день відомі сотні передвісників 

землетрусів та низка теорій, що поясню

прогнозування в багатьох її аспектах залишається відкритою. 

найбільш поширених кількісних методів оцінки сейсмічної небезпеки є 

сейсмічне районування, яке полягає у 

залежності до інтенсивності сейсмічних струшувань (сейсмічної бальності), 

що перевищується (не перевищується) протягом певного інтервалу часу з 

заданою ймовірністю  [409]

території України наведено на рис.6.0.

Рис.6.0 Карта 
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Проблема полягає лише у знаходженні відповідних мінімальних та 

максимальних значень. 

Модель сейсмічного процесу, що враховує солітонну складову

Незважаючи на те, що на сьогоднішній день відомі сотні передвісників 

землетрусів та низка теорій, що пояснюють їх виникнення, проблема 

прогнозування в багатьох її аспектах залишається відкритою. 

поширених кількісних методів оцінки сейсмічної небезпеки є 

районування, яке полягає у позначенні відповідних територій в 

інтенсивності сейсмічних струшувань (сейсмічної бальності), 

що перевищується (не перевищується) протягом певного інтервалу часу з 

заданою ймовірністю  [409]. Приклад карти сейсмічного районування 

території України наведено на рис.6.0.  

Рис.6.0 Карта сейсмічного районування території України
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Проблема полягає лише у знаходженні відповідних мінімальних та 

, що враховує солітонну складову 

Незважаючи на те, що на сьогоднішній день відомі сотні передвісників 

ють їх виникнення, проблема 

прогнозування в багатьох її аспектах залишається відкритою. Одним з 

поширених кількісних методів оцінки сейсмічної небезпеки є 

позначенні відповідних територій в 

інтенсивності сейсмічних струшувань (сейсмічної бальності), 

що перевищується (не перевищується) протягом певного інтервалу часу з 

Приклад карти сейсмічного районування 

сейсмічного районування території України 



318 

 

Карти сейсмічного районування будуються на основі статистичних даних про 

поштовхи відповідної магнітуди протягом певного інтервалу часу з 

врахуванням додаткової інформації, зокрема, про геологічну будову земної 

кори у відповідному регіоні, структуру та динаміку розломів. 

Очевидно, що врахування  будь-яких додаткових фізичних механізмів, 

які впливають на сейсмічні поштовхи, дасть можливість скорегувати 

відповідні ймовірності. В якості таких механізмів пропонуються процеси 

виникнення та поширення локалізованих солітоноподібних збурень в зонах 

сейсмічної активності. Проходячи через зону накопичення сейсмічної енергії 

локалізована хвиля, очевидно, впливатиме на ймовірність поштовху і може 

виступати в якості його “спускового механізу”. В основі нашого припущення 

лежать як теоретичні підтвердження існування відокремлених хвиль в 

твердому тілі так і експериментальні дослідження існування таких хвиль.  

 Зауважимо, що землетруси часто виникають на глибинах порядка 

поверхні Мохоровичича [8], яка також являє собою умовну границю між 

середовищами з різною густиною. За деякими оцінками, густина нижче від 

поверхні Мохо, зростає в декілька разів. В такому випадку, поверхня 

Мохоровичича  може розглядатись як границя середовищ і для опису явищ, 

які там відбуваються, можна використовувати з певним рівнем наближення 

різноманітні підходи, зокрема, рівняння типу мілкої води,  підхід, що 

враховує анізотропію, структурно-феноменологічний підхід, якщо 

враховувати вкраплення з різною густиною та наявність блоків. Усі ці моделі 

допускають солітонні розв’язки. Аналог з мілкою водою, зокрема, підтримує  

той факт, що речовина нижче від поверхні Мохо знаходиться у в’язкому стані 

за рахунок високого тиску.  

 Якщо проаналізувати причини виникнення солітоноподібних хвиль, то 

можна зауважити, що необхідною умовою є рух, тобто середовище повинне 

бути динамічним. Тоді причиною виникнення таких хвиль є дисперсія 

швидкостей окремих фрагментів рухомого середовища. В нашому випадку 
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таким рухом очевидно є обертання Землі навколо своєї осі. В процесі такого 

обертання очевидно виникає дисперсія швидкостей окремих блоків, що і 

може бути причиною виникнення солітоноподібних хвиль. Причиною 

солітоноподібних хвиль можуть бути і самі поштовхи-адже під час 

землетрусу виникають дуже складного характеру рухи як поперечного так і 

поздовжнього характеру. Тоді солітони можуть бути причиною афтершоків.  

 Аналіз швидкостей солітоноподібних хвиль для реальних сейсмічних 

процесів показує, що вони менші за швидкості сейсмічних хвиль.  В рамках 

аналізу рівнянь руху анізотропного твердого тіла можна побачити, що 

швидкість солітона в земній корі може бути довільною і залежить лише від 

початкових умов його виникнення. З часом вона падає за рахунок 

неоднорідності середовища. Таким чином легко пояснити залежність між 

собою серій вторинних поштовхів, яка виявлена статистичними методами. В 

рамках аналізу S-P хвиль це зробити неможливо, оскільки час між окремими 

поштовхами є досить великим і не відповідає швидкості S-P хвиль .  

Специфікою сейсмічних процесів у певному регіоні є наявність деякої 

кількості поштовхів, серед яких , як правило, є поштовх найбільшої енергії 

(магнітуди). Часто перед основним поштовхом відбувається декілька  

поштовхів значно меншої магнітуди (їх називають форшоками). Після 

основного поштовху, як правило, відбувається серія поштовхів меншої 

магнітуди (афтершоки). Зауважимо, що трапляються випадки, коли форшоки 

чи афтершоки є відсутніми чи їх неможливо ідентифікувати. Будемо вважати, 

що основний поштовх може спричинити появу одного чи кількох 

солітоноподібних хвиль, які рухаються в різних напрямках від гіпоцентру 

землетрусу. Кожна така хвиля, проходячи через зону накопичення сейсмічної 

енергії, спричиняє новий землетрус, який, в свою чергу, може породити нові 

солітони. Одримуємо лавиноподібний процес породження солітоноподібних 

хвиль та афтершокових поштовхів. 

Під землетрусом (поштовхом) розумітимемо вектор ),,( µtx  , де x   -  
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гіпоцентр, ( Ω∈x ), t - час поштовху (
+∈Rt ),µ - енергія (магнітуда). 

В якості формальної моделі середовища, де відбувається процес 

виникнення та поширення солітоноподібних хвиль, що можуть бути 

генераторами сейсмічних поштовхів, будемо розглядати динамічну систему 

виду: 

0{ , , , , , , },T G E Y S IΣ = Ω  (6.32) 

де 
0 1[ , ]T t t R= ⊂  - часовий інтервал; 

3RΩ⊂ - фазовий простір; 
0G T M⊂ Ω × ×

- початкова множина землетрусів; E- функція розподілу накопичення 

сейсмічної енергії; ( )EΩ - відповідний простір функцій; :Y T ×Ω → Ω  - 

оператор, що визначає траєкторії солітоноподібних хвиль; 
tS ⊂ Ω  - множина 

координат солітоноподібних хвиль в момент часу t , 
0 1{ , [ , ]}tS S t t t= ∈ ; 

: ( ) ( ) [0,1]I E S T M TΩ×Ω × × × →  - функціонал, який описує ймовірність 

виникнення землетрусу певної магнітуди в заданий момент часу в заданій 

точці за рахунок солітонних механізмів. 

Для побудови моделі визначимо її компоненти. В якості вихідних даних 

будемо розглядати послідовність виду: ),,()...,,,(),,,( 222111 kkk txtxtx µµµ , де 

k
xxx ,...,,

21
 - гіпоцентри землетрусів, 

k
ttt ≤≤≤ ...

21
 - моменти поштовхів,

k
µµµ ,...,,

21
 - магнітуди.   

Функція накопичення сейсмічної енергії може бути побудована за 

рахунок збору експериментальних даних, аналізу передвісників. Зауважимо, 

що описана далі методика прогнозування може і не враховувати останню 

функцію.  

Нехай ),( txµ - скалярне випадкове поле, що описує інтенсивність 

землетрусу в точці x  в момент часу t   (за шкалою Мєдвєдєва-Шпонхойєра-

Карника інтенсивності землетрусів визначаються в діапазоні 1-12 балів). В 

такому випадку задачу районування можемо формалізувати наступним 

способом: для кожної точки x  визначається таке значення M , що

.]}50,0[,),({ εµ =∈> tMtxP  Відповідне значення знаходиться з каталогів 
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землетрусів в даній точці протягом відповідного періоду спостережень (на 

рис.6.0-50 років, 1.0=ε ). 

 Як розглядалось вище, існує низка підходів, що дозволяють визначити 

ймовірність того, чи належить деяка множина точок спостережень 

),...,,(
21 ljjj

xxx  траєкторії однієї і тої ж відокремленої хвилі. При виконанні 

певних умов така ймовірність рівна 1 чи близька до 1. В інших випадках 

можемо запропонувати процедуру її оцінки в процесі спостережень 

сейсмічних поштовхів. Нехай, наприклад, виконується умова: кожна наступна 

точка 
kj

x  послідовності 
ljjj

xxx ,...,,
21

знаходиться у визначеній області Ω⊂
k

A  

Тоді з геометричного означення ймовірності у випадку припущення про 

незалежність подій матимемо подію, ймовірність якої  }{/}{
1

Ω∏
=

µµ
l

k
k

A . Таким 

чином, можна стверджувати про залежність між собою відповідних точок, яка 

можлива в нашому випадку лише при наявності солітона.  

 Нехай ),,...,,,,(~
21 21 ljjj

txtxtxx
l

= . Розглянемо випадкові події: 

=),,( MtxA  {в точці x  в момент часу t  відбувся поштовх магнітуди > M }, 

=)~(xIs ={солітоноподібна хвиля, що ідентифікується за послідовністю 

ljjj
txtxtx

l
,,...,,,,

21 21
, існує}, ),,~( tyxS ={солітоноподібна хвиля, що 

ідентифікується за послідовністю 
ljjj

xtxtx ,...,,,,
21 21

, зумовлює поштовх з 

гіпоцентром  в точці y  в момент часу t  }, ),,~( tyxId ={солітоноподібна хвиля, 

що ідентифікується за послідовністю 
ljjj

txtxtx
l
,,...,,,,

21 21
 знаходиться в точці 

y  в момент часу t }, =),,( MtxE {в точці x  в момент часу t  накопичилась 

сейсмічна енергія, достатня для виникнення поштовху магнітуди > M }, NS

={поштовх не зумовлений солітоноподібними хвилями} .  

Тоді  

),,,~(/),({)},,~({)},,~(/),({

)},,~({)},,~(/),({}),({)},,({

txxSMtxPtxxSPtxxSMtxP

txxSPtxxSMtxPMtxPMtxAP

>=>+

+>=>=

µµ

µµ
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),,,({)},,~({)},,(),,,~(/),({

)}~({)}~(/),,~({)},,({

)},,~({)},,~(/),({)},,~({)},,({)},,(

MtxEPtxxSPMtxEtxxSMtxP

xIsPxIstxxSPMtxEP

txxSPtxxSMtxPtxxSPMtxEPMtxE

=+

+=

==+

µ

µ

)}.,,~({)},,~(/),,~({)},,~({ tdyxIdPtyxIdtxxSPtxxSP
G

∫=  

У випадку, коли солітоноподібна хвиля проходить на певній відстані 

від точки, для якої необхідно розрахувати ймовірність поштовху, необхідно 

конкретизувати її вплив. Такий вплив в найпростішому випадку опишемо 

функцією 
( , ) ( )N xf zε  ( ( , )N x ε -випадкова величина, що має нормальний 

розподіл):  

),,~(/),,~({)(),,~(/),,~({
),(

txxIdtxxSPyxftyxIdtxxSP
xN

−= ε . 

 Розглянемо випадок, коли може існувати n солітоноподібна хвиль, які 

знаходяться в деякому околі точки накопичення сейсмічної енергії. 

Моделювання процесів взаємодії солітоноподібних хвиль показує, що при їх 

взаємодії не відбувається зростання амплітуд. Тому при розрахунку 

ймовірності поштовху будемо вважати, що не виникають додаткові ефекти, 

пов’язані з взаємодією хвиль, що впливають на ймовірність поштовху. 

 Розглянемо випадкові події: =),( txS
i

{ i-та солітоноподібна хвиля 

зумовлює поштовх в точці x  в момент часу t  }, =
ij

S { i-та та j-та 

солітоноподібна хвилі при їх взаємодії зумовлюють поштовх в точці x  в 

момент часу t  },…. Тоді неперетинними будуть події: .1,...
121 ,,,

nkSSS
nkk

iiiii
≤≤

+
 

Використовуючи формулу повної ймовірності, маємо: 

=> }),({ MtxP µ

}{}...{)},,({)},({)}({)}...({)}({
121

21

,,,21
,..,

nkk
k

iiiiik

n

iii

SPSPMtxEPtxSPiIsPiIsPiIsP
+

∑

+ )},,({}{)},,(,/),({ MtxEPNSPMtxENSMtxP >+ µ ,  

де nkiii
k

≤≤1,,...,,
21

-усі підмножини з множини індексів {1,2,…,n}, що 

містять k елементів, nk ≤≤1 , )}({)}(/),({)},({ iIsPiIstxSPtxSP
ii

= . 

Звідси  
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 Зауважимо, що ймовірність )}(/{ iIsSP
i

 можна оцінити, аналізуючи 

відповідний процес форшокових поштовхів (знаходиться частота події, яка 

полягає в тому, що епіцентр форшоку співпадає з положенням прогнозної 

локалізованої хвилі у відповідний момент часу). Аналогічно можна оцінити 

)},({
,,,21

txSP
ki

ii
.  

Таким чином, для обрахунку ймовірності поштовху (частковий випадок 

функціонала I) , що відбувається в результаті проходження відокремленої 

хвилі через області, де накопичується сейсмічна енергія, необхідно робити 

оцінки траєкторій солітоноподібних хвилб за результатами спостережень їх 

окремих точок.  

У відповідності з підходом, описаним в п. 6.4.1 , метод прогнозування, 

що пропонується, полягає у виділенні з загальної сукупності землетрусів 

підпослідовностей, викликаних однією і тою ж солітоноподібною хвилею та 

побудові гіпотетичної траєкторії для кожної такої хвилі. Знаючи відстань між 

окремими поштовхами вздовж траєкторії можна оцінити  швидкість. Знаючи 

окремі точки  траєкторії, можна зробити оцінку самої траєкторії. Маючи 

оцінки швидкості та траєкторії кожної  солітоноподібної хвилі , можна 

оцінити її положення в будь-який момент часу. Тоді можна оцінити 

сукупність  положень солітоноподібних хвиль в будь-який момент часу та 

уточнити ймовірність поштовху.    

В якості вихідних даних будемо розглядати послідовність виду: 

),,()...,,,(),,,( 222111 kkk txtxtx µµµ , де kxxx ,...,, 21  - гіпоцентри землетрусів, 

kttt ≤≤≤ ...21  - моменти поштовхів, kµµµ ,...,, 21  - магнитуди.  

Зауважимо, що на етапі попереднього аналізу даних можемо 

розглядати два підходи. Перший враховує вплив відокремлених хвиль з 

врахуванням їх руху вглиб Землі чи до поверхні (тоді матимемо тривимірну 
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модель), другий–лише хвилі, які рухаються на рівні поверхні Мохоровичича в 

обмеженому районі , коли можемо обмежитись двохвимірним випадком.  

Для ідентифікації траєкторій відокремлених хвиль застосуємо 

загальний підхід, описаний вище. Спосіб прогнозування руху локалізованих 

солітоноподібних хвиль наступний.  

1. Визначаємо швидкості  ( -відстань між 

гіпоцентрами ).  

2. З усієї послідовності землетрусів виділяються підпослідовності 

 з врахуванням  критеріїв: 

А)  

Б)  , де  або , 

 

3. Для кожної виділеної підпослідовності землетрусів визначається 

прогнозна швидкість: 

 , ,  

4. Для кожної підпослідовності для заданого моменту часу визначаємо 

прогнозну криву траєкторії солітоноподібної хвилі (в найпростішому 

випадку як криву, яка в полярній системі координат має вигляд: 

 , ( -деякі 

параметри, оцінка яких здійснюється з врахуванням гіпоцентрів) 

5.  Для кожної підпослідовності для заданого моменту часу визначаємо 

положення солітона з врахуванням швидкості руху та прогнозної 

траєкторії. Області, утворені проекцією координат усіх солітоноподібних 

хвиль на поверхню Землі, важаються сейсмо-небезпечними в даний 

момент часу. 
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6.6 Інформаційна система та приклади моделювання 
Очевидно, що реалізувати описані вище методи ідентифікації 

траєкторій відокремлених хвиль, що можуть спричиняти сейсмічні поштовхи, 

неможливо без комп’ютерної програми. 

  

 

 

 

Рис.6.1 Головне меню програми 

                                                                                                                 

 

Тому був розроблений програмний комплекс, який має наступні 

функціональні компоненти: підсистему отримання вхідних даних шляхом 

підключення до віддалених баз даних та формування відповідних SQL-

запитів; підсистему візуалізації поштовхів та коррекції даних, що базується 

на використанні статичних карт Google та Google API; підсистему аналізу 

Рис.6.2. Основні компоненти програмного комплексу 



 

вхідних даних, яка включає формування матриці швидкостей та алгоритм 

ідентифікації траєкторій 

вище; підсистему побудови прогнозу 

 

Рис.6.3. Концептуальна модель побудови прогнозів в системах

хвильового моніторингу
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включає формування матриці швидкостей та алгоритм 

ідентифікації траєкторій солітоноподібних хвиль на основі методів, описаних 

побудови прогнозу траєкторій та їх візуалізації.

Рис.6.3. Концептуальна модель побудови прогнозів в системах

хвильового моніторингу 
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включає формування матриці швидкостей та алгоритм 

ові методів, описаних 

траєкторій та їх візуалізації.  

 

Рис.6.3. Концептуальна модель побудови прогнозів в системах сейсмічного та 
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Рис.6.4. Структура програмно

сейсмічних та хвильових процесів, що містить підсистему аналізу 

локалізованих збурень
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Рис.6.4. Структура програмно-апаратного комплексу моніторингу 

сейсмічних та хвильових процесів, що містить підсистему аналізу 

локалізованих збурень 
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На рис.6.1 зображено пункти головного меню програмної системи, 6.2-

основні компоненти програмного комплексу, 6.3- концептуальну модель 

побудови прогнозів в системах сейсмічного та хвильового моніторингу.  

Програма працює в локальній тестовій версії та як підпрограма глобальної 

системи прогнозування, що розробляється в відділі сейсмічної небезпеки 

Інституту геофізики НАН України. В програмі реалізована багатопотокова 

обробка даних, оскільки алгоритм ідентифікації має поліноміальну складність 

та вимагає значного часу роботи при наявності великої кількості поштовхів а 

також виникає потреба призупиняти та продовжувати розрахунки, формувати 

проміжні вихідні файли. Програма дозволяє автоматично формувати URL для 

отримання відповідної карти Google в залежності від вибраної області 

дослідження та координат відповідних поштовхів та має низку параметрів для 

налаштування алгоритму ідентифікації солітоноподібних хвиль та 

прогнозування їх траєкторій. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.6.5. Ідентифікація солітоноподібних хвиль для сейсмічного процесу в 

районі Польщі-Чехії, 2013 рік 
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 На рис.6.4 зображена структура програмно-апаратного комплексу 

моніторингу сейсмічних та хвильових процесів, що містить підсистему 

аналізу локалізованих збурень. 

Приклад 1 Ідентифікація солітоноподібних хвиль для сейсмічного 

процесу в районі Польщі-Чехії, 2013 рік 

На Рис.6.5 зображено приклад  траєкторій солітоноподібних хвиль для 

регіону Польщі та Чехії.  Відомою є інформація про гіпоцентри та час 

початку 15 землетрусів, що відбулись в цьому регіоні  на протязі 3 днів у 2014 

році. Іх епіцентри позначені цифрами від 0 до 14 в  порядку зростання 

моментів часу їх початку. Прогнозні траєкторії зображені на малюнку 

кривими .  

 Приклад 2 Землетрус в районі Японського архіпелагу. 

 Розглянемо результати моделювання, які були отримані при аналізі 

кількох землетрусів, що відбулись в районі Японських островів за 3 доби 

перед землетрусом магнітудою 8.9 (який відбувся 11 березня 2011 року). На 

рис.6.6 цифрами від 0 до 12 позначені епіцентри форшоків, епіцентр 

головного поштовху позначено  кругом максимального радіусу ( він 

знаходиться поблизу епіцентру форшоку з номером 1). Кривими та прямими 

лініями позначено прогнозні траєкторії солітоноподібних хвиль, розраховані 

за допомогою розробленого програмного забезпечення до моменту основного 

поштовху. При оцінці траєкторій солітоноподібних хвиль враховані 

гіпотетичні швидкості солітоноподібних хвиль та можливість їх відбивання 

від областей з підвищеною густиною порід. За допомогою методу аналізу 

швидкостей, описаного вище, ідентифікувались поштовки, які знаходились на 

одній гіпотетичній траєкторії. Самі траєкторії апроксимувались деякими 

кривими, проводилась оцінка швидкості. Як бачимо, форшоки розташувались 

таким чином, що велика кількість можливих траєкторій солітоноподібних 

хвиль  проходить через область, де відбувся максимальної магнітуди 

поштовх.  
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Явно прослідковується своєрідний ефект фокусування солітоноподібних 

хвиль в точці, де відбувся основний поштовх.  

 Відзначимо, що за характером траєкторій хвилі-генератори можна 

поділити на дві групи: що мають гладкі криволінійні траєкторії та ламані, 

утворені за рахунок відбивань (на ділянках, що безпосередньо граничать з 

гіпоцентром основного поштовху). 

Рис.6.6. Модель сейсмічного процесу в районі Японських островів, 8-11 

березня 2011 р.  

Аналіз швидкостей показує, що до моменту основного поштовху саме хвилі 

другого типу досягли точки гіпоцентру, хвилі ж першого типу не встигли до 

цього моменту часу (відзначимо, що оцінки були взяті досить грубі і окремі з 

хвиль першого типу насправді також могли дійти до точки, де відбувся 

основний поштовх). Однак, хвилі, що досягли точки фокусування пізніше, 

могли бути генераторами численних афтершоків, які відбулись після 

основного поштовху під час японського землетрусу 11 березня. 

Таким чином, для поштовху, що відбувся в районі м. Фукусіма 2011 р.  

місце головного поштовху потрапило в область зосередження максимальної 
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кількості прогнозних локалізованих хвиль діаметром 10 км.  а оцінка 

швидкостей руху відповідних збурень дозволила оцінити довжину 

тривожного періоду тривалістю 7 год (форшокова активність при цьому 

становила в середньому 2 год. між окремими поштовхами). 

Приклад 3 Побудова короткотермінового прогнозу землетрусів на 

прикладі серії афтершоків в районі острова Суматра 

 Розглянемо методологію побудови короткотермінового прогнозу на 

прикладі серії землетрусів , які відбулися в районі острова Суматра з 26.10.10 

по 28.10.10.  На рис.6.7 зображено приклад прогнозу для регіону, що 

знаходиться на південному заході від острова Суматра.  

 

 

 

 

 

Рис.6.7. Моделювання траєкторій солітоноподібних хвиль під час сейсмічного 

процесу в районі о.Суматра 
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Відомою є інформація про гіпоцентри та час початку десяти землетрусів, що 

відбулись в цьому регіоні в період з 26.10.10 по 27.10.10, їх епіцентри 

позначені цифрами від 0 до 9 в  порядку зростання моментів часу їх початку. 

Прогнозні траєкторії зображені на малюнку кривими. Епіцентр 

прогнозованого землетрусу – 11. У відповідності з заявленим способом, 

прогнозований землетрус був зумовлений солітоном з погнозною траєкторією  

10. Червоним кольором відмічені області, де перетинається максимальна 

кількість прогнозних траєкторій міграції гіпоцентрів  для інтервалу часу 200 

хв. Номерами позначені епіцентри землетрусів, які відбулися раніше. 

Зауважимо, що причину основного поштовху ми не розглядаємо, а лише 

послідовність (рій) афтершоків. 

 Приклад 5 Прогнозування поштовху в районі Чилі, 2014 р. 

 На рис.6.8 показано інформацію про поштовхи, що відбулись перед 

основним поштовхом останнього великого землетрусу біля узбережжя Чилі. 

 

Рис.6.8. Прогнозування поштовху в районі Чилі, 2014 р. 

Показано результати солітонного аналізу послідовностей поштовхів та 

побудовано прогнозні траєкторії відокремлених хвиль. Область основного 
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поштовху зображена кругом. Як бачимо, зафіксовано прогнозну траєкторію 

солітоноподібної хвилі, що потрапила в область, де відбувся основний 

поштовх в момент самого поштовху. 

 

6.7 Висновки до розділу 

Таким чином, в розділі розглянуто проблему оцінювання траєкторій 

відокремлених хвиль деформації за результатами спостережень окремих їх 

точок. При цьому запропоновано деякі підходи до побудови прогнозних 

траєкторій, що базуються на узагальненнях інтерполяційних многочленів 

Лагранжа а також пропонується знаходити траєкторії в класі функцій, що 

являють собою суму експонент у полярній системі координат. 

Задача оцінки параметрів відповідних кривих привела до 

експоненційної проблеми моментів. В роботі запропоновано деяку наближену 

процедуру, за допомогою якої можна знаходити точки зосередження мас 

(параметри кривих в класі сум експонент). В основі відповідної процедури 

лежить побудова системи бієктивних відображень часових інтервалів між 

окремими поштовхами на інтервали одиничної довжини. Тоді задача 

знаходження центрів мас експоненційної проблеми моментів зводиться до 

аналогічної задачі степеневої проблеми моментів, яка добре вивчена. 

Методи оцінки траєкторій відокремлених хвиль, що запропоновані в 

даному розділі, становлять теоретичну основу для побудови прогнозів 

окремих поштовхів в рамках «солітонних» моделей сейсмічного процесу. 

Запропонована математична модель процесу виникнення 

послідовностей землетрусів, що враховує вплив відокремлених хвиль 

солітонного типу як «спускових механізмів» окремих поштовхів. У результаті 

моделювання показано, що відокремлені хвилі солітонного типу можуть бути 

генераторами сейсмічних поштовхів, проходячи через зони накопичення 

сейсмічної енергії. Особливо це стосується  випадків, коли декілька таких 

хвиль взаємодіють, мають місце ефекти їх фокусування в деякій області. 
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Запропоновані методи моделювання сейсмічних процесів ефективні у 

випадках, коли геофізика сейсмічного процесу аналогічна тому, який 

відбувався, наприклад, в районі  Японських островів у 2011 році.  

В роботі розроблено програмний комплекс, який дозволяє проводити 

аналіз даних сейсмічних станцій стосовно окремих сейсмічних поштовхів, 

ідентифікувати окремі солітоноподібні локалізовані збурення, будувати 

оцінки їх траєкторій та прогнози руху. Відповідний комплекс має важливе 

практичне значення для уточнення сейсмічного районування територій в 

режимі реального часу. 
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ВИСНОВКИ 

У дисертаційній роботі отримано нові науково-обгрунтовані 

результати, що в сукупності вирішують важливу науково-прикладну 

проблему, сутність якої полягає в підвищенні ефективності систем 

сейсмічного та хвильового моніторингу шляхом створення теоретико-

математичних основ комп'ютерного моделювання процесів генерації, 

поширення і взаємодії локалізованих солітоноподібних збурень в суцільних 

середовищах та розробки відповідних програмних комплексів.  

Отримані нові наукові та практичні результати роботи мають переваги 

перед наявними рішеннями. 

1. З вивчених джерел випливає, що існуючі програмно-апаратні 

комплекси сейсмічного та хвильового моніторингу, як правило, не містять 

ефективних підсистем прогнозування через неврахування низки фізичних 

факторів та відсутність адекватних математичних моделей відповідних 

фізичних процесів, зокрема процесів поширення локалізованих 

солітоноподібних збурень та їх взаємодії. Виходячи з цього, створено нові 

математичні моделі, що враховують наявність солітоноподібних 

локалізованих збурень та їх властивості, зокрема, характер траєкторій і 

дозволяють подолати вказані недоліки відповідних програмно-апаратних 

комплексів.  

2. Запропоновано новий конструктивний спосіб представлення 

профілю локалізованих солітоноподібних збурень (Т-представлення), що має 

переваги слабких асимптотичних представлень типу δ -солітонів в частині їх 

універсальності, є зручним для знаходження форми та траєкторій 

відокремлених хвиль, допускає використання у просторових випадках та 

дозволяє моделювати як солітони так і локалізовані хвилі, які не є солітонами.  

3. На основі Т-представлень розроблено чисельний метод 

моделювання процесів взаємодії одновимірних локалізованих збурень типу 

солітонів, антисолітонів та їх комбінацій (бризерів), що відрізняється, 
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зокрема, розрахунком амплітудних характеристик та профілю хвильових 

взаємодій у заданих контрольних точках та дозволяє вивчати ефекти 

взаємодії і динаміки змін в часі довільних початкових локалізованих збурень. 

Метод моделювання має загальний характер і може бути використаний для 

дослідження одновимірних локалізованих солітоноподібних збурень в 

середовищах, динамічні властивості яких описуються диференціальними 

рівняннями, що містять нелінійні та дисипативні компоненти, зокрема, 

рівняннями типу Кортевега-де Вріза. Відповідні розрахунки здійснені в 

системах автоматизованого проектування та зіставлені з результатами 

експериментів, виконаних на установках Національного університету водного 

господарства та природокористування. Середня відносна похибка відхилення 

експериментального та теоретичного профілю локалізованої хвилі в основній 

області її локалізації становить 10%. 

4. Відповідна методика моделювання одновимірних відокремлених 

хвиль поширена на двовимірний випадок, на основі чого вдосконалені методи 

моделювання локалізованих збурень та дослідження їх траєкторій у областях 

змінної густини для моделей типу мілкої води – моделі мілкої води, що 

враховує поверхню дна та моделі тонкого гравітуючого газового диску та 

розроблені відповідні програмні комплекси, зокрема: 

а) запропоновано математичну модель кругових локалізованих хвиль в 

межах наближення мілкої води, яка дозволяє точніше описувати поведінку 

хвиль типу цунамі в залежності від поверхні дна (зокрема, при їх наближенні 

до берега), проведено відповідні чисельні розрахунки в системах 

автоматизованого проектування;  

б) побудовано математичні моделі процесів поширення локалізованих 

солітоноподібних збурень у гравітуючих газових дисках, що відрізняються 

використанням інфінітизимальних представлень локалізованих збурень в 

межах заданої точності та на основі яких створені підсистеми прогнозування 

траєкторій локалізованих збурень у системах автоматизованого 
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проектування; чисельні експерименти дозволили виявити низку специфічних 

властивостей відповідних локалізованих збурень, зокрема явищ фокусування 

хвиль типу антисолітонів та їх відштовхування у областях змінної густини; 

5. Запропоновано нові моделі динамічних систем, які відрізняються 

врахуванням солітонної компоненти та застосуванням спеціальних 

енергетичних функцій для дослідження ефектів «солітон-солітонної» 

взаємодії, що дозволило прогнозувати виникнення областей інтенсивної 

взаємодії відокремлених хвиль у середовищах, де можлива генерація та 

поширення відповідних локалізованих збурень. Створено нову математичну 

модель взаємодії траєкторій відокремлених хвиль та областей стрімкої зміни 

густини за умов значної інтенсивності виникнення таких хвиль, яка 

відрізняється використанням операторних модифікацій методу перетинів 

Пуанкаре, що дозволило пояснити один з можливих механізмів формування 

спіральних хвиль щільності, зокрема в газових дисках, за рахунок взаємодії 

локалізованих солітоноподібних збурень та областей сильної контрастності 

густини, встановити умови апроксимації орбіт дискретних динамічних 

систем, що визначаються операторними перетвореннями, кривими в класі 

логарифмічних спіралей та розробити програмний комплекс для дослідження 

динаміки природних об’єктів ( які утворюються за рахунок фізичних 

механізмів, пов’язаних з локалізованими солітоноподібними збуреннями) за 

їх морфологічною структурою. Застосування відповідного програмного 

забезпечення дозволяє отримати дискретні множини точок, що моделюють 

морфологічну структуру відповідних об’єктів (зокрема, спіральні хвилі 

щільності в гравітуючих газових дисках, області хмарності циклонів) 

відносне відхилення яких в межах відповідних усереднених метрик становить 

15%. 

6. Розроблено чисельний метод моделювання локалізованих 

солітоноподібних збурень у анізотропних пружних середовищах, що 

відрізняється застосуванням спеціальних тривимірних модифікацій Т-
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представлень у яких, зокрема, амплітудні функції залежать від густини 

середовища та проведено відповідні чисельні експерименти. Проаналізовано 

типи анізотропії пружних властивостей матеріалів з точки зору існування 

локалізованих солітоноподібних хвиль в межах класичної теорії 

анізотропного твердого тіла. Показано, що локалізовані збурення типу δ-

солітонів існують при наявності анізотропії пружних властивостей, вищої від 

орторомбічної сингонії та одержано необхідні та достатні умови, яким 

повинні задовольняти пружні сталі для існування відповідних хвиль. В 

результаті зіставлення чисельних розрахунків пружних сталих з 

експериментальними даними для гірських порід, зокрема, гранітоїдів 

отримано оцінки швидкості солітоноподібних збурень та показано, що вона з 

точністю до 11% співпадає з швидкістю поширення поздовжніх сейсмічних 

хвиль на глибині поверхні Мохоровичича. 

7. На основі властивостей поширення солітоноподібних збурень у 

анізотропних тілах, інформації про зростання анізотропії пружних 

властивостей гірських порід у зонах накопичення сейсмічної енергії 

вдосконалено існуючі моделі сейсмічних процесів шляхом врахування 

локалізованих солітоноподібних збурень як “спускових механізмів” окремих 

поштовхів, що дозволяє уточнювати сейсмічне районування шляхом 

врахування областей сейсмічної небезпеки, які змінюються в режимі 

реального часу. Отримано відповідні ймовірнісні оцінки для кожної області, 

що залежать, зокрема, від характеру вхідних даних. 

8. Отримали подальший розвиток методи обробки та 

інтелектуального аналізу результатів спостережень точок взаємодії 

локалізованих хвиль та областей стрімкої зміни густини шляхом модифікації 

оцінок параметрів, в основі яких лежить конструктивне розв’язання 

експоненційної проблеми моментів, що дало змогу розробити ефективні 

алгоритми моніторингу та моделювання солітонної складової сейсмічних 

процесів на основі даних сейсмічних станцій.  
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9. Розроблено програмний комплекс для дослідження солітонної 

складової сейсмічних процесів, який дозволяє доповнювати карти 

сейсмічного районування областями зосередження локалізованих хвиль, що 

змінюються в режимі реального часу та здійснювати уточнення прогнозів 

сейсмічних поштовхів за умови ідентифікації локалізованих збурень в 

областях сейсмічної активності. Відповідний комплекс працює в локальній, 

мережевій версіях і може використовуватись як додаткова підсистема у 

існуючих програмно-апаратних комплексах сейсмічного моніторингу.  

На основі низки досліджень сейсмічних процесів, що відбувались, 

зокрема, в районах Японських островів (2011 р.), о. Суматра ( 2013 р.), Чилі 

(2014 р.), Чехії та Польщі (2013 р.) показано, що епіцентр основного 

поштовху у відповідний момент часу потрапляв в область локалізації 

прогнозованих хвиль, яка займає 2-5% від усієї площі регіону, де відбувався 

сейсмічний процес. При цьому виявлено випадки (зокрема, для землетрусу в 

префектурі Фукусіма, Японія, 2011 р.), коли в момент основного поштовху в 

районі його гіпоцентру зосереджувалась значна кількість прогнозованих 

локалізованих збурень, що дозволило уточнити тривожний період у 

відповідній області (для землетрусу в префектурі Фукусіма, наприклад, такий 

період тривав 7 год., це становить 5% від тривалості усього періоду 

форшокових та афтершокових поштовхів) та є вагомим підтвердженням 

адекватності моделі та перспектив подальшого її використання. 
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Додаток Б  Додатки до розділів 

Додаток Б1 Розв’язок рівнянь газової динаміки для випадку збурення 

гравітаційного потенціалу спеціального виду 
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Звідси з врахуванням системи (3.64)-(3.66) маємо: 
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 Рівняння (3.87) запишемо без змін: 
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Рівняння (Б1.1)-(Б1.2) запишуться у вигляді: 
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Застосовуючи підхід, описаний вище, з системи (3.114)-(3.116)  отримуємо: 
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У випадку , коли 0)( t
v

 (3.109) матиме вигляд: 

).,,,()()2(

),,,(
))(~('

)
)(

)()(,,,(0

2

0

3

0

0
00

0













trt

r

B

tr
tg

r

vt

r

v
ttr

s

s
s

u
u













 

Звідси 

000 




r

v

r

v
, 

0),,,()()2(),,,(
))(~(' 2

0

3

00


  









trt

r

B
tr

tg
s

s

s . 

Останнє рівняння виконується, коли 2s . Розглянемо окремі випадки. 
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Отже, маємо систему: 
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 (Б1.9) 

Отримали аналогічну ситуацію, як в попередньому випадку. 
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З системи (3.87)-(3.89) отримуємо: 
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 Звідси з рівняння (Б1.13) отримуємо систему: 
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Аналізуючи рівняння, що містять '( )r t  , маємо: 
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Також має місце рівність: 
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Додаток Б2  Дослідження стійкості особливих точок оператора (4.16) 

Знайдемо нерухомі точки оператора (4.16). Маємо систему: 















.2

,2

,222

z

y

x

cxzz

cxyy

czyxx

 

Звідси легко можемо знайти розв’язок: 

, , ,
2 2 1 2 1 2

y yz z
y c cz c c

x y z
y z x x

 
   

 
 

2

2 ,
2 2(1 2 ) (1 2 )

y z
x

c c
x x c

x x
   

 
 

0
2)21(

2)21(2)21)(2( 22






x

xcccxxx xzy
. 

Нехай .
2

1
,21

t
xtx


 Тоді  

4

21

2

1

2

1
)

2

1
1(

2

1
)1(2 ttttt

xxxx











 , 

0
4

1 2222
2




tccct
t

xzy ,
2 2 21 12 , ( ) 0,

4 4
x y zt y y c y c c        

)()
4

1
( 222

zyx cccD  ,

2

1
4

1







D
x

c

y . 

В даному випадку маємо, єдиний корінь: 

222)
4

1
(22

2

1

z
c

y
c

x
c

x
cy  . 

Тоді: 222)2
4

1
(22

2

1
21

z
c

y
c

x
c

x
cxt  , 

.
2

2)
4

1
(22

2

1
1 22

2,1

zyxx cccc

x



  



394 

 

 

 

Звідси: 
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Таким чином, оператор (4.16) має дві нерухомі точки. Позначимо ці нерухомі 
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)(~2)(~2)(~2)(~)(~2)(~

 

Але оскільки ),,( ososos zyx  нерухома точка, то  А ),,( ososos zyx = ),,( ososos zyx . 

Тому маємо систему: 


















).(~2)(~2)(~)(~)(~2)(~

),(~2)(~2)(~)(~)(~2)(~

),(~)(~2)(~)(~2)(~)(~2)(~)(~ 222

tx
os

ztz
os

xtztztxtz

tx
os

yty
os

xtytytxty

txtz
os

ztzty
os

ytytx
os

xtxtx

 (Б2.2) 

Отже, наближення системи має вигляд: 

.)12(2

,2)12(

,22)12(

31
3

12
2

321
1

zxzz
dt

dz

zyzx
dt

dz

zzzyzx
dt

dz

osos

osos

ososos







 

Скористаємось відомим результатом для системи диференціальних рівнянь 

виду: 
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



n

j
n

xxxt
i

H
j

x
ij

a
dt

i
dx

1

),...,
2

,
1

,( , 

та, відповідно, наближення 





n

j
j

z
ij

a
dt

i
dz

1

. 

Якщо всі функції iH обмежені по t , розвиваються в ряди за степенями 

1,..., nx x  в деякій n – вимірній кулі радіуса R,   Rxi
2 , причому розвинення 

починаються членами на нижче другого порядку і всі корені 

характеристичного рівняння системи: 

0
....

....

....

222

11211









ka

aka

aaka

nn

n

n

 

мають від’ємні дійсні частини, то n – вимірна точка спокою nitxi ,1,0)(   є 

асимптотично – стійкою. Якщо хоча б один з коренів має додатну дійсну 

частину, то точка спокою нестійка.   

Проаналізуємо корені характеристичного рівняння системи: 

0

2 1 2 2

2 2 1 0 0.

2 0 2 1

os os os

s os

os os

x k y z

y x k

z x k

   

  

 
 

Маємо: 

2 22 2 (2 1 ) (2 1 )((2 1 ) 4 ) 0,os os os os os osy y x k x k x k z           

2 2 2(2 1 )((2 1 ) 4 4 ) 0,os os os osx k x k y z        

2 2

2 2

2 1,

2 1 4 4 ,

2 1 2 .

os

os os os

os os os

k x

x k i y z

k x i y z

 

    

   
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Отже, дослідження стійкості зводиться до аналізу виразу: 12 osx  . Якщо цей 

вираз рівний нулю, то дослідити стійкість за першим наближенням 

неможливо. Якщо 012 osx , то точка спокою є асимптотично – стійкою. 

Якщо 012 osx , то точка спокою є нестійкою. Розглянемо точку 

2 2 2

1

1 1
1 2 2 ( )

2 4
.

2

x x y z

os

c c c c

x

     

  

Легко бачити, що 1
osx  є нестійкою. В цей же час 2

osx  є стійкою. Якщо 

4

1
,0,0  xzy ccc , то 012 osx . 

Розглянемо детальніше цю точку: 

2 2 2

2 2

1
,

4
1 1 1 1

2 , 0, 0
2 2 4 4

2 .

x x y z

y xy x y z y z

z xz


   


          

 



   

Отримали точку: )0;0;
2

1
( . Тоді система (В.2) буде мати вигляд: 















).(~)(~2)(~

),(~)(~2)(~
),(~)(~)(~)(~ 222

tztxtz

tytxty

tztytxtx

 (Б2.3) 

Розв’яжемо цю систему. Поділивши друге рівняння на третє, отримуємо: 

z

y

dz

dy
 , ln 0

0 0

0

, , .Z y
y c e cz y cz c

z
      

Тоді маємо систему: 

2 2 2( ) ( ) (1 ) ( ),

( ) 2 ( ) ( ).

x t x t c y t

y t x t y t

   

 

 

  
 

Звідси 
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2 2
2 2

2 2

( )
( ) ,

2 ( )

( )2 ( ) 2( ( )) ( '( ))
(1 ) ( ).

4 ( ) 4 ( )

y t
x t

y t

y t y t y t y t
c y t

y t y t




 
  






   

 

 

2 2 2 4

2 2 4

2 ( ) ( ) 2( '( )) ( '( )) 4(1 ) ( ),

2 ( ) ( ) 3( ( )) 4(1 ) ( ) 0.

y t y t y t y t c y t

y t y t y t c y t

    

    

    

   
 

Надалі хвильку в позначенях будемо опускати. 

Нехай yp  , , .
dp dp dy dp dp

p y p
dt dy dt dy dy

     

Тоді: 

0)()1(432 422  tycpy
dy

dp
p , 0

)1(2

2

3 3
2




 y
p

c

y

p

dy

dp
. 

Отримали рівняння Бернулі: 
2

2 33
2(1 ) 0.

2

dp p
p c y

dy y
     

Нехай zp 2 . Тоді 

dy

dp
p

dy

dz
2 , 0)1(2

2

3

2

1 32  ycz
ydy

dz
, 0)1(4

3 32  ycz
ydy

dz
. 

Отримали лінійне рівняння: 

 


))1(4())1(4()( 2
0

3

1
3

32
0

ln3 yccydyeycceyz
dy

yy
. 

Тоді:
3 2

0( 4(1 ) ),p y c c y   
 

, 

 
)(2

)('
)(

ty

ty
tx  =

2 2

0 4(1 ) / 2,c y c y   0
)1(4 423

0




dt
ycyc

dy
, 

0
)1(4 22

0




dt
ycycy

dy
. 

Використаємо підстановку Ейлера. Нехай  .0)1(4 22
0  ycyc   

423
0 )1(4)( ycycty 
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Звідси маємо корені: .
)1(4

,0
2

0  



c

c
Використаємо підстановку:  

2 2 2 2 2 2

0 4(1 ) ( ) , 4(1 )( ) ( ) ,4(1 )( ) ( ) .c y c y y t c y y y t c y y y t                 

Звідси 

2 2

2 2 2 2

4 (1 )
; ,

4(1 ) 4(1 )

t c
y y

t c t c

 



  

   
 

2 2 2

2 2 2

2 ( 4(1 ) 2 )
,

( 4(1 ))

t t c t t
dy dt

t c

   


 
 















 

)1(4

)1(4

)1(4

2
))1(4(

)1(8

)1(4
22

2

22

2
22

2

22
0

ct

c
t

ct

t
ct

tdtc

ycycy

dy




 

2

2 2 2 2 2

0

8 (1 ) 2 1 2
( ) .

4 (1 ) 4(1 )

c dt y

c t t c y c y

 

  

 
     

  


 

Звідси 

2 2 2 2

0 0

2
2 2 2 2

0

2 2
, ( ),

4(1 ) 4(1 )

( ) ( ) ( 4(1 ) ).
4

y y
t c t c

c y c y c y c y

y t c c y c y

 

 




 
    

   

    

 



 
2

2 2 2 2 2 2

0

2

0

1,2 2 2 2

(1 ( ) (1 )) (2 ( ) ) 0,
4

2 ( )
4 .

2(1 ( ) (1 ))

t c c y t c c y

t c c D

y
t c c


  






       

  


  

 





 

2
2 2 2 2 2 2

0

4
2 3 2 4 2 2 4 2 2

0 0

4
2 2 2 3 4 2

0 0

(2 ( ) ) 4 (1 ( ) (1 ))
4

4 ( ) ( ) 4 4 ( ) (1 )
16

( ) ( ( ) 4 (1 )),
16

D t c c t c c

t c c t c c t c c

t c t c c c c


  


   


 

       

         

     

 

  

 
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4 2 6 4 4

2 20 0 0

3 2 3 4 2 4 4 2 4

6 4

0

4 2 4

( ) ( )
4 ( ) (1 )

4 (1 ) 16 4 (1 ) 4 (1 )

( )
0.

16 4 (1 )

c t c c t c c
D t c c

c c c

c t c

c

 
      

   


 

 

 



 

))1()~(1(2

)1(4

)~(
)~(

4
2

222

223

23
0

0
2

2

2,1
cct

c

ctc
cct

y













, 

))~(
)1(16

1(2

)1(4

)~(

)1(4

)~(
2

2

2

2
0

223

23
0

223

23
0

2,1

ct
c

c

c

ctc

c

ctc

y




















. 

Бачимо, що мають місце співвідношення: 

1lim ( ) 0,
t

y t


  

3 2 3

0 0

2 2 2 2

0
2 2 2 2

20 0

2 2

( )
2

32(1 ) 32(1 )
lim ( ) lim .

4(1 )
2(1 ( ) )

16(1 ) 8(1 )

t t

c t c c

cc c
y t

c c c
t c

c c




 




 
    


  

 





 

Тоді 2 2

1 0 1 1lim ( ) lim 4(1 ) / 2 =0,
t t

x t c y c y
 

     

2 2

2 0 2 2lim ( ) lim 4(1 ) / 2 =0.
t t

x t c y c y
 

     

Отже, точка є асимптотично стійкою. 
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Додаток Б3 Знаходження щільності випадкових векторів при 

операторних перетвореннях 

Лема 10 Щільність випадкового вектора  )(
~

)
~

( tAAt  , де   

має рівномірний розподіл в G , має вигляд: 

1

1
2

3/2

1 2 3 1 2 3 1

1( )
1

2
3/2

1 2 3 1 2 3 1

1

1 1
, ( ) , ( ) , ,

2( 1)
( )2 2 ( , , )( ( , , ) ( ))

4

1 1( )
, ( ) ,   і  ( ( ) ) ,

2( 1)
( )4 2 ( , , )( ( , , ) ( ))

4

( ( ) ) ,   

x

A t

x

t
z A t G A t z G z

tt
G t z z z z z z tc z

t

tf z
z A t G z A t z G

tt
G t z z z z z z tc z

t

A t z G



  

  












  


  


  


  





 

 

 1 1або ( ( ) ) , ( ( ) )  

0, ( ) ,

A t z G A t z G

z A t G

 

 












  

 

 



( Б3.1) 

де 2

1

2
2

3

2

2321 )
4

)1(
()()(),,( z

t

t
tcztcztczzz xzy 


 , )(G - міра 

Лебега області G  

Доведення 

Маємо: 

1 1

1 1

1 1

1 1
{ ( ) } { ( ) / } { }

2 2

1 1
{ ( ) / } { }

2 2

1 1
{ ( ) / } { }.

2 2

t t
P t A dz P t A dz P

t t

t t
P t A dz P

t t

t t
P t A dz P

t t

       

    

    

 
         

 
     

 
     

 





 

Проводячи міркування, аналогічні  Лемі 8, маємо:  

1 1 1 1( ) ( ( )) / ( ( )) ( ( )) / ( ( )).
Ф Ф

f Y f Ф Y Ф Y f Ф Y Ф Y
x x

  

   

   

 
 

 
 

Нехай YtAYФ )(
~

)(  . 

Тоді маємо: 

),(4)21()21(

2102

0212

2221
)( 2223 zyttxttxt

ttxtz

ttxty

tztyttx

x

xФ












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x

zФФ
tcz

s

t
tcz

s

t
s

x

zФФ
zy








 



 ))((

)(
4

)(
4))(( 1

2
3

2
2

2

2
3

1

,

 

 де 

2
1 )1()(42

2

1
 tztcts x , 

42

1

2 )1(
2

1
)1)((48  ttztctt

x
, 

2

3

2

2

2

1
)()()( ztcztcztc

zyx
 . 

Тоді , враховуючи, що   має рівномірний розподіл в G , отримуємо: 











































GtAz
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t
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t

t
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x

x
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~
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~

(,))(
~

( або  ,))(
~

(
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~

(  і  
2

1
,)(

~
,

))1()(42()(

1

2

1
,)(

~
,)(

~
,

))1()(42()(

2

)(

111

1
1

2
1

1
1

2
1

)(
~







Використовуючи нескладні перетворення виразів   та 

2
1 )1()(42  tztct x , отримуємо необхідний вираз для функції щільності. 

Лема доведена.  

 

Нехай   

;
),,,(),,,(

),,,
~
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(
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2
3

2
2

2
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2
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2
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2
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1
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1
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1
1

2
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


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
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)( ys - функція, що  є розв’язком задачі Коші виду: 

),,,(),,,(

),,),((),,),((
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2
3

2
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2
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2
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2
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2
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1
3
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1
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1
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


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0)0( s , 

),,,(),,,(~
321321 zzzttzzzt   ,  

),(),,,(~),,,(
~

1321321 zttzzztzzzt   . 
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Твердження 8.1 

Нехай швидкість поширення випромінювання, що генерується в точці x  

фазового простору, є постійною і визначається співвідношенням 

xxAcxv 
~

)(  , та виконуються умови:  

Gz  ),( zBs  ),( ~
ts BB   (Б3.2) 

t

t
ctz x ~

4

)1
~

(~
2

1


   (Б3.3) 

|)('| ys  (Б3.4) 

Тоді локальний екстремум енергетичної функцій (4.35) досягається в 

точці 
t

B~  при будь-яких значеннях ],0[ Tt  , де },min{ 21 TTT    

}
~

,)(
~

)(
~

:max{ 1
~

1
1 tsBtABtAtT st  

 (Б3.5) 

(тут -потужність множини) 

}1),,(:
~

:max{ 222  stgtstT  (2.6) 

Введемо наступні позначення: 

2
3

2
21 )()()(   zy tctctf , 

s

tt
tcstctstf xx

4
)

4
()

4

1
(),( 11

2
2   , 

21
44

),(
s

tt
tcstp x   , 

2

1 1

1
( ) ( ) 0.

4 4 4
x x

t t
t c t s tc

s
         

Відмітимо, що в силу специфічного вибору точки   

),,
4

)1(
( 31211

1

2

1

1

1  


 zyx cscs
s

s
csz

 

можемо розглянути функцію 

),,,( 321 zzzt  як функцію двох аргументів. Дійсно: 





2
3

2

2
2

2
321

)))(()((

)))(()((),,,(

tssccts

sctsctszzzts

zz

yy




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





 2
1

22
2 )))(

4

)1(
(

4

)1(
)(( ts

s

s
sc

ts
cts xx   

 ))()(()( 2
3

2
2

2  zy tctcts  

2 2
2

1

2
2 2 2 2

1 2 3

( 1 ) ( 1)
(( ) ( )

4 4

( 1)
( ) ) ( ) (( ) ( ) )

4

x x

x y z

s t s
s t c sc s

s

s
sc t s t tc tc

s



  

  
      


        

 

2 2
2 2

2 2
2

1 1

( 1) ( 1)
( 2

4 4 2

( 1) ( 1)
( ) ( ) )

4 4

x x x

x x

s t s t
s c t c stc

s s
sc s sc t

s s
 

 
      

 
      

 

2
2 2 2 2

2 3 1

2
2 2 2 2

1 2 3

( 1)
( ) (( ) ( ) ) ( 2

4 2

( 1)
( ) ) ( ) (( ) ( ) )

4

y z x x

x y z

t s t
s t tc tc t c stc s

s
sc t s t tc tc

s

  

  


          


        

 2
2

1 1

2 2 2 2

2 3

( (2
4 2 2 2

) ) ( ) (( ) ( ) )
4 4

x x x

y z

t t t t
t c t s tc tc

t t
s t tc tc

s

 

 

         

       

 

 

. 

 

Отже:  

),()()(),( 2
21

2 stftfstst  , ),( st ),(),( 2 stfst  . 

Нехай 

),(),()),(),()()((),(3),(~
21 stpststpstftftsststg   , 

}0,0),(~max:min{min  sstgss
t

. 

 

 

 

2
11

2 )
4

)
4

()
4

1
((

s

tt
tcstct xx  
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Твердження 8.2 

Нехай швидкість поширення відокремлених хвиль в просторі xxAcxv 
~

)(  , 

}),,
4

)1(
(:0min{

~
2

Gtctc
t

t
tcBtt zyxt 


 , 

та виконуються умови:  

Gz  ),( zBs  ),( ~
ts BB ,  (Б3.6) 

t

t
ctz x ~

4

)1
~

(~
2

1




,
  (Б3.7) 

0),(2 stf ts
~

 ,  (Б3.8) 

0xc . (Б3.9) 

Тоді екстремум енергетичної функцій (4.20) досягається в точці t
B~  при 

будь-яких значеннях ],0[ Tt ,  

де  

}
~

,)(
~

)(
~

:max{ 1
~

1 tsGBtAGBtAtT st  
 (Б3.10) 

(тут -потужність множини). 

Доведення 

Покажемо, що  

0 0
( ) ( )

0 ( ) 0 ( )

, :

( ) ( ) .
t t

t
E E

T T

A s A s

S z S B

z G T

f x dxds f x dxds

 

 

  

   


 
. 

Нехай ),,
4

)1(
( 31211

1

2
1

1
1  


 zyx cscs

s

s
csz , 

),,
4

)1(
( 32221

2

2
2

2
2  


 zyx cscs

s

s
csz , 

Tsst  21

~
, де 321 ,,  -деякі достатньо малі числа, такі що  

),,
4

)1(
( 22

2

2

2
2

2

zyx cscs
s

s
csSz

E


  . 
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Покажемо, що dszfdszf
T

sA

T

sA tt
 
0

1

)(
~

0

2

)(
~ )()(

00


. Розглянемо dszf
T

sA t

0

1

)(
~ )(

0


. В 

цьому інтегралі зробимо заміну змінних )(yss   так, щоб виконувалась 

умова:  

)()(')( 2

)(
~

1

))((
~

00

zfyszf
tt yAysA 

 . Тоді для функції )( ys  отримаємо 

співвідношення: 

1 2 1 1 1 1 1 1

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

( ) ( ( ), , , ) ( ( ), , , )
'( ) .

( ( )) ( , , , ) ( , , , )

A y z G s y z z z s y z z z
s y

A s y z G y z z z y z z z

 

 













  (Б3.11) 

Нехай 0)0( s  . Тоді для знаходження функції )( ys  отримуємо задачу Коші.  

Нехай крім того, |)('| ys  (можна навести приклади таких значень 

параметрів системи, коли відповідні умови дійсно виконуються). Відмітимо, 

що 0)0(1 s . 

 

1

0
1

( )

1

( ) 1 1 1 1 1 1
0 (0) 1 2 3 1 2 3

'( )
( ) .

( ( ), , , ) ( ( ), , , )
t

s TT

A s

s

s y
f z ds dy

s y z z z s y z z z


 





 

 

(Б3.12) 

Тоді для порівняння інтегралів dszf
T

sA t

0

2

)(
~ )(

0


 та dszf
T

sA t

0

1

)(
~ )(

0


 досить 

оцінити лише величину )(1 Ts . Покажемо, що  TTs  )(1 . Відмітимо, що 

0)(' ts -це випливає з співвідношення (4.57). 

Отже, необхідно показати, що виконується нерівність: 

 ( ).T s T   (Б3.13) 

Розглянемо величину )( 2ss . Відмітимо, що 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 2 1 2 3( , , , ) ( ),s z z z s       

2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 2 1 2 3 2 1( , , , ) ( ) ,s z z z s s         

Тоді 
1 2 3

2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 2 1 2 3
0, 0, 0

( , , , ) ( , , , ) 0 .s z z z s z z z
  

 
  


 
А, оскільки, за припущенням, 

похідна є обмеженою, то повинна виконуватись умова: 

1 2 3

1 1 1 1 1 1

2 1 2 3 2 1 2 3
0, 0, 0

( ( ), , , ) ( ( ), , , ) 0 .s s z z z s s z z z
  

 
  
  



406 

 

 

 

Аналізуючи вигляд функцій ),,),(( 1
3

1
2

1
12 zzzss  та ),,),(( 1

3
1
2

1
12 zzzss  легко 

бачити, що остання умова може виконуватись лише у випадку, коли 12 )( sss  . 

Отже, нерівність (В.16) має місце при 2sT  .Позначимо ),(),(),( ststtsg  . 

Проаналізуємо характер останньої функції при фіксованому значенні t . 

Маємо: 





)),(),())(,(),(2)()(2(),( 221 stfststpstftftsstg

s
  




 )),(
),(2

),(),(2)()(2
)(,( 21 stp

st

stpstftfts
st


  

),(),()),(),()()((),(3 21 stpststpstftftsst   .  

Оскільки 0xc , то 0),( stp . За умовою (4.54) 0),(2 stf   . Відмітимо, що 

нерівність (4.61) виконується при достатньо малому значенні t , зокрема 0t . 

В такому випадку 0),(),()()( 21  stpstftfts .Отже, 0),( 



stg

s
при таких 

значеннях t , що 0),(2 stf . Іншими словами, функція ),( stg є зростаючою по 

змінній s . Тоді  











),,,(),,,(

),,,(),,,(

)(
~

)(
~

)('
2
3

2
2

2
12

2
3

2
2

2
12

1
3

1
2

1
11

1
3

1
2

1
11

1
1

1

2
2

1

2

zzzszzzs

zzzszzzs

GzsA

GzsA
ss




 

1 2

2 1 1

1 1

2 21

( ) (0, ) (0, )
1.

(0, ) (0, )( )

A s z G s s

s sA s z G

 

 






 






 (Б3.14) 

Покажемо, що 2 1  ( ) .t s s t s t     В силу виконання нерівності (Б3.14) 

 122 )()(:0 sssss . Припустимо, що існує 

ysyssy  12 )(:0 . Нехай })(,:sup{ 12max tstssyttt  . Очевидно, 

що max1max2 )( tstss  . 

Тоді  
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.1
),(),(

),(),(

),,,(),,,(

),,,(),,,(

)(
~

)(
~

)('

2max2max

1max1max

2
3

2
2

2
1max2

2
3

2
2

2
1max2

1
3

1
2

1
1max1

1
3

1
2

1
1max1

1
max1

1

2
max2

1

max2



















stst

stst

zzztszzzts

zzztszzzts

GztsA

GztsA

tss








 

Остання нерівність виконується, оскільки функція ),( stg є монотонно 

зростаючою по змінній s . Отже, 111212max1 )()(:  ssssst . 

Отримали протиріччя. Отже tstsst  12 )(   . Розглянемо )(ts  при 

довільному значенні t . Оскільки ця функція монотонно зростаюча і 12 )( sss  , 

то tts )(  при 1st  . В противному випадку отримаємо протиріччя з тим, що 

12 )( sss  . 

 Розглянемо  випадок 1st  . Нехай ts
~

1  . Але цей випадок вже 

розглянутий в Твердженні 8 . Твердження доведене. 
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Додаток Б4 Розв’язок рівняння руху для анізотропного пружного тіла для 

випадку залежності амплітуди від густини 

Будемо підставляти  співвідношення (5.72) в систему (5.71). Розглянемо 

перше рівняння системи (5.71):  

2

1

2 2

1 2 2

3

'' ( ) ( , , , ) 2 ' ( ) ( , , , ) ( , , , )

'( ( ))
( ) ( , , , ) ( , , , ) ( ) ( , , , )( ''( )

''( ( )) '( ( )) ''( ( ))
' ( ) ''( ) ' ( )

'( ( ))
''(

u u

u u

t W x y z t t W x y z t G x y z t

g x x t
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g x x t g y y t g y y t
x t y t y t

g z z t
z
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

 
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  

  
   







  
  


 2

11

3

2

1 1

1

''( ( ))
) ' ( )) ( ( , , , )( ( , ,

'( ( , )) '( ( , ))
, , ) ) ( , ) ( , , , )( ( , , , , ) )

( , , , , ) ''( ( , ))
( , ) ( , , , )( (1 ( , )

u

x

u x

x

u

g z z t
t z t c W x y z t t x

x

g x x t g x x t
y z t W x y z t t x y z

t x y z g x x t
t W x y z t x t

x x

 

 

 
   

 

  
  

 

 
  

 

 
    

   
  

  




 




22 2

2 2

1

))

( , , , ) ( , , , )

'( ( , ))
( , , , )( ( , , , , ) ))

u u

u

x

W x y z t W x y z t
x x

g x x t
W x y z t t x y z

x

  

 

  


 



   
   
    

  
   
 


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2

2

2

2

'( ( , ))
( ( , , , )( ( , , , , ) )

'( ( , ))
( , ) ( , , , )( ( , , , , ) )
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u

g y y t
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y y
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

 


  



  
  

 
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   

 


   

   
   
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




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2 2
( , , , ) ( , , , )u uW x y z t W x y z t

y y

  

 

    
   
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( , , , )( ( , , , , ) ))u
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g y y t
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y

  


 
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

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
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Додаток Б5 Існування розв’язку характеристичної системи рівнянь 

Розглянемо систему рівнянь: 
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(Б5.3) 

Для визначення її сумісності досить перевірити ранг матриці. Покажемо, 

що ранг матриці системи (Б5.1)-( Б5.3) рівний кількості рівнянь системи. Сама 

матриця має вигляд: 
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Розглянемо мінор, який визначається стовпчиками з 

номерами:1,11,14,2,3,10,6,7,13,18,4,8,5,9,12,20,22,24 . 

 

 

Покажемо, що визначник цього мінора відмінний від 0.  Можемо 
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застосувати стандартну процедуру обнулення елементів під головною 

діагоналлю. Після виконання відповідних перетворень для перших 10 

елементів отримаємо визначник, зображений в таб.1. 

Випишемо окремо для зручності підматрицю виду: 
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Будемо виконувати подальші перетворення. Позначимо 

. Після обнулення елементів під головною 

діагоналлю отримаємо матрицю виду: 
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Таким чином, визначник вихідної матриці рівний: 
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Бачимо, що він відмінний від нуля, зокрема, при виконанні умов: 0
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  (Б5.4) 

Отже, показали, що  ранг  матриці системи (Г.1)-(Г.3) рівний кількості 

рівнянь що показує сумісність системи та  існування її розв’язку.  
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Додаток В Загальноприйняті визначення та твердження 

Додаток В.1 Проблема моментів та її розв’язок у степеневому випадку.   

Означення 1. Система функцій )(tu k  утворює систему Чебишева на 

інтервалі [a, b]  (T-систему) , якщо кожний многочлен 
n

kk tutP
0

)()(     (
n

k
0

2 >0 ) 

має на [a, b] не більше n коренів.  

Неважко побачити , що  функції n

k tu 0)}({  утворюють систему  Чебишева 

на [a, b] тоді і тільки тоді коли визначник виду 











n

n

ttt

uuu

...

...

10

10
  

(В.1)
 

відмінний від нуля для довільних , ,...,  [a, b]. 

Означення 2. Система функцій )(tuk , що утворює T систему інтервалі [a, b]  , 

утворює T  систему, якщо визначник (6.1) набуває знак +  при всіх значеннях <

<,...< , at 0 , btn  якщо кожний многочлен 
n

kk tutP
0

)()(     (
n

k

0

2 >0 ) має на 

[a, b] не більше n коренів.  

Можна навести приклади T  систем. 

Приклад 1. Система функцій },...,,,1{ 2 nttt  на інтервалі [a, b]. 

Невід’ємність визначника (6.1) легко перевірити за допомогою формули для 

визначника Вандермонда. 

Приклад 2. }
1

,...,
1

,
1

{
10 n

ttt  
 на інтервалі [a, b]. 

n
  ...

10
, 0

0
 a . 

Приклад 3. },...,,{ 10 ttt neee


 на інтервалі [a, b]. 

n
  ...

10
. 

Приклад 4. },...,,{ 10 nttt
  на інтервалі [a, b] , 0a . 

n

jjnjj tututu 010 ||)()...()(||det 

0t 1t nt 

0t

1t nt
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Позначимо через - клас многочленів виду  , -клас 

невід’ємних  многочленів.  Визначимо на  функціонал  наступним чином: 

. (В.2) 

Означення 2. Послідовність  дійсних чисел  називається  позитивною 

відносно системи функцій  якщо  для всіх  строго 

позитивною якщо  для всіх , ; сингулярно позитивною , якщо 

 для всіх  та знайдеться  такий многочлен ,  для 

якого  . 

Розглянемо деяку  послідовність дійсних чисел , що допускає 

представлення: 

 , k=0,1,2,...,n, (В.3) 

де   -деякий розподіл  мас на    [a, b] . 

Якщо     то маємо представлення     

        k=0,1,2,…,n. (В.4) 

Відомі наступні теореми (доведення їх можемо знайти в роботі [243]). 

Проблема моментів [243] полягає у визначенні умов існування та єдиності 

для деякої системи дійсних функцій  та дійсних чисел  такого 

розподілу мас , що мають місце моментні співвідношення:

. Конструктивний її аспект–процедура знаходження 

відповідного розподілу мас. 

Теорема 6.1.  Для того. щоб дійсних чисел ,  допускала представлення 

nP 
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(Д.3),  необхідно і достатньо щоб при будь-якому натуральному  n  послідовність 

 була позитивною відносно системи функцій . 

Теорема 6.2. Для того щоб послідовність чисел  була системою 

моментів деякого розподілу мас на  [a, b] (допускала представлення (Д.4))   

необхідно і достатньо щоб квадратичні форми виду  та  

були невід’ємними. 

Теорема 6.3. Для того щоб послідовність чисел  була системою 

моментів деякого розподілу мас на  [a, b] необхідно і достатньо щоб квадратичні 

форми  та були невід”ємними. 

Нехай -кусково-постійна функція  з скінченною множиною точок росту  

  ,     Тоді представлення  (В.4) 

та (В.3) набирають вигляду : 

 , (В.5) 

 . (В.6) 

Нехай . 

Означення 3. Тоді індексом представлення (Д.5) будемо називати  . 

Означення 4. Представлення (Д.5) називається канонічним , якщо його 

індекс n+2 і головним, якщо його індекс = n+1.  

При будь-якому n можливі лише два типи головних представлень: 

1.  :  нижнє  головне , якщо  ; 

 верхнє  головне, якщо  маси зосереджені в  точках всередині інтервалу [a, b] 
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та  на обох кінцях   a, b . 

2. : 

нижнє головне: маси зосереджені в  точках всередині [a, b] та в кінці a; 

верхнє головне: маси зосереджені в  точках всередині [a, b] та в кінці b.  

Очевидно, що для знаходження  розподілу мас    у випадку існування 

головного представлення достатньо знайти точки зосередження мас . 

У випадку степеневої проблеми моментів ця задача має простий розв’язок. 

Нехай послідовність },...,,{
10 n

xxx  строго позитивна. 

1.  

Точки зосередження мас нижнього головного представлення співпадають з 

коренями многочлена :  

                                  . (В.7) 

Точки зосередження мас верхнього головного представлення співпадають з 

коренями многочлена :   

                                 . (В.8) 

2.  

Тоді точки зосередження нижнього та верхнього головного представлення  

співпадають з коренями многочленів : 

 , (В.9) 

. (В.10) 

Маючи точки зосередження мас, величини стрибків  можна знайти як 

розв’язки відповідних систем лінійних алгебраїчних рівнянь. 
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Додаток В2 Деякі властивості орбіт дискретних динамічних си стем  

 Нехай R - раціональна функція, тобто )(/)()( xQxPxR  , Cx , C -множина 

комплексних чисел, )(),( xQxP -деякі многочлени.  

Означення 1.  Позитивною напівтраєкторією точки 
0

x  будемо називати множину 

точок виду: ,...}2,1),(:{)( 10  


nxRxxxO nnnR . 

Означення 2. Від’ємною напівтраєкторією точки 0x  будемо називати множину 

точок виду: ,...}2,1,0,)(:{)( 00  kxxRCxxO k

R
, де )...))((...()( xRRRxR k  . 

Означення 3. Точка 0x  називається періодичною, якщо існує така точка 

)( 0xOrxn
 , що . 

Означення 4. Якщо 
0

x  - періодична, то  будемо називати періодичною 

траєкторією чи циклом. 

Означення 5. Найменше натуральне число n, при якому , )( 0xOrxn

  

називається періодом циклу. 

Цикл, очевидно, можна зображати у вигляді )}(),...,(,{ 0
1

00 xRxRx n . У випадку, 

коли 1n  маємо рівність: 00 )( xxR  , тобто 0x - нерухома точка функції R. 

Очевидно, що якщо 0x -періодична точка періода n, то вона є нерухомою точкою 

функції nR . 

Означення 6. Комплексне число 
dx

xdRn )( 0  будемо називати власним 

значенням періодичної точки  з періодом n.  

Означення 7. Періодична точка 0x  називається сильно притягуючою, якщо 0 , 

притягуючою, якщо 10   , нейтральною, якщо 1 , відштовхуючою, якщо 

1 .  

Нехай P - множина всіх відштовхуючих точок.  

nxx 0

)( 0xOr 

nxx 0
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Означення 8. Множиною Жюліа RJ  раціональної функції R  будемо називати 

границю множини P .  

Означення 9. Басейном притягання )( 0xB  точки 0x  будемо називати множину 

всіх тих точок x , чиї позитивні напівтраєкторії )(xOr   збігаються до 0x . 

Означення 10. Басейном притягання циклу )}(),...,(,{ 0

1

00 xRxRx n  будемо 

називати множину 
2

0
0 ))(()(






n

i

i xRBB  . 

Теорема 1. Якщо   - притягуючий цикл функції R , то RR JCFB \)(   і 

RJB )( , де )(B -границя басейну притягання )(B . 

Означення 11. Будемо називати рукавом послідовності  таку її 

підпослідовність ,...,,, 32 mjmjmjj xxxx 
, що  

),(min),( )1(
)1(),(

)1(
0

imkj
mkjixOrx

kmjmkj xxxx
i




 
  .  

Число m буде визначати кількість рукавів. Якщо m>1, то можемо зобразити 

 як об’єднання рукавів виду  


1

0
320 ,...},,,{)(






 
m

j
mjmjmjj xxxxxOr .  

Означення 12  Деяку множину    будемо називати множиною з n-рукавною 

структурою , якщо існує таке розбиття її на підмножини 
n

i
i

0

 , 


jii

, , njiji ,0,,   для якого виконується умова:  
i

x   та 

0 або min: 


yyzxyxy i
z

, ni ,1  

Тоді множини n ,...,, 21 ,будемо називати рукавами, а множину 0 -центром. 

Означення 13 Деяку множину nR , що має  m-рукавну структуру з рукавами 

m ,...,, 21 , будемо називати множиною з спіральною структурою типу 

))(),...,(),(( 121 tttf n , де ),...,,( 121 nxxxf  - деяка монотонно спадна по кожному 

)( 0xOr 

)( 0xOr 
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аргументу неперервна функція, )(),...,(),( 121 ttt n -монотонно зростаючі 

функції, якщо для кожного рукава існують такі початкові значення функцій 

)0(),...,0(),0( 121 n  що виконується умова: 













i

tn

i

j
j

Fgj
j gxfx

1(.)1

(.)),(min(.)),(
,1
],0[

 , 

де tnF ,
],0[   

- клас усіх монотонно -спадних функцій , визначених як суперпозиції 

деякої неперервної монотонно-спадної функції n аргументів та довільних 

монотонно-зростаючих функцій )(),...,(),( 21 tgtgtg n :  

}(.),(.),(.)],,0[)),(),...,(),(({ 21

,...,,

],0[
21  iRn

ggg
ggCgttgtgtggF n

n  на будь-

якій підмножині   інтервалу ],0[  ,  

(.)),( fx j  - це відстань від точки jx  до кривої, рівняння якої в сферичній системі 

координат має вигляд: ],0[)),(),...,(),(( 121   ttttfr n . 

Відстань може бути визначена як класична відстань від точки до множини. 
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Додаток Г Основні модулі інформаційної системи  аналізу солітонної 

компоненти 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.Г.1. Блок вводу даних. Пароль користувача бази. 
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Рис.Г.2. Головне меню програми 

 

 

Рис. Г.3. Робота з локальною базою даних 
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Рис. 

Г.4. Модуль роботи з віддаленою базою даних. 

 
 

Рис.Г.5. Ввід даних з файлу 
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Рис. Г.6. Режим ручного вводу та корекції даних 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.Г.7. Налаштування параметрів алгоритму ідентифікації відокремлених хвиль 
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Рис.Г.8. Перегляд числових даних та редагування 
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Рис.Г.9. Автоматична генерація URL 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. Г.10. Параметри прогнозу та візуалізації 
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Рис. Г.11. Робота з картами Google: автоматичне завантаження карти 

 

 
Рис. Г.12. Побудова прогнозних траєкторій 
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Рис. Г.13. Режим вводу даних з карти 
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Рис. Г.14. Візуалізація : прогнозні шляхи та шляхи відокремлених хвиль 
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Рис. Г.15. Режими побудови прогнозу в залежності від об’єму даних 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. Г.16. Підпрограма моделювання та дослідження об’єктів спіральної 

структури, що базується на використанні методу операторних перетворень 
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Рис. Г.17. Підсистема вводу даних та аналізу спіральної структури (Галактика 

NGC2997) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. Г.18. Підсистема аналізу характеру збіжності напівтраєкторій Жюліа 


